РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ С ПАРАМЕТРАМИ
Адащенко Дарья Сергеевна
11 «А» класса СШ №3 г. Шахтинска

Руководитель: учитель математики  и информатики СШ №3   Гудовщикова Джамиля Салимовна

Изучение многих физических процессов и геометрических закономерностей часто приводит к решению задач с параметрами. Решение уравнений с параметрами можно считать деятельностью близкой по своему характеру к исследовательской. Это обусловлено тем, что выбор метода решения, запись ответа, предполагают определенный уровень сформированности умений наблюдать, сравнивать, анализировать, выдвигать и проверять гипотезу, полученные результаты. Здесь кроме использования определенных алгоритмов решения уравнений, приходится обдумывать, по какому признаку нужно разбить множество значений параметра на классы, следить за тем, чтобы не пропустить какие-либо тонкости.

     Мой интерес к этой теме вызван не случайно. В школьной программе тема «Уравнения с параметрами» практически не затрагивается. Формирование некоторых навыков в решении такого рода задач затрагивается в темах; «Решение линейных уравнений», «Решение линейных систем с двумя неизвестными», «Решение квадратных уравнений», включенных в школьную программу. Но этого явно недостаточно, для формирования умения решать уравнения с параметрами. При этом в тестах  ЕНТ зачастую включаются задания с параметрами,  вызывающие определенные сложности. А значит, умение решать такие задачи необходимо мне для успешной сдачи экзамена по математике при поступлении в ВУЗ.
Цель моего проекта – научится решать уравнения с параметрами, разобрать основные приемы решения уравнений с параметрами. 
Поскольку данная тема очень обширна, и охватить ее в одной работе нереально, я решила разобрать основные типы задач:

простые линейные уравнения с параметрами,

квадратные уравнения с параметрами,

тригонометрические уравнения с параметрами,

иррациональные уравнения с параметрами,

показательные уравнения с параметрами,
логарифмические уравнения с параметрами.

В своей работе я хочу показать некоторые методы решения различных уравнений с параметрами. Упор в работе сделан на аналитический способ решения уравнений. 
При решении уравнений с параметрами развивается вариативное мышление, так как приходится разбирать все возможные способы решения для того, чтобы найти такие значения  параметров, при которых общее решение уравнения обладает некоторыми свойствами. 

ПАРАМЕТР ( от греческого 
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-отмеривающий) – величина, значения которой служат для различения элементов некоторого множества между собой. Например, в декартовых прямоугольных координатах уравнением 
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 определяется множество всех окружностей радиуса 1 на плоскости x0y; полагая, например, что a=3, b=4, выделяют из этого множества вполне определенную окружность с центром (3,4), следовательно, a и b суть параметра окружности в рассматриваемом множестве.

Решить уравнение или неравенство с параметром – значит для всех допустимых значений параметра найти множество всех решений этого уравнения или неравенства. Причем, существенным этапом решения задач с параметрами является запись ответа. Особенно это относится к тем задачам, в которых возможны разные варианты ответов в зависимости от значений параметра (иногда говорят, что решение «ветвится» в зависимости от параметра). 

В курсе школьной математики с параметрами мы встречаемся при введении некоторых понятий:

- функция прямая пропорциональность: 
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 (x, y – переменные; k – параметр, 
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); 

- линейная функция: y=kx+b (x, y – переменные; k, b – параметры);

- линейное уравнение: ax+b=0 (x – переменная; a, b – параметры);

- уравнение первой степени: ax+b=0 ( x – переменная; a, b –переменные;  
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- квадратное уравнение: 
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( x – переменная; a, b, c –параметры; 
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К задачам с параметрами можно отнести и поиск решений линейных и квадратных уравнений в общем виде, исследование количества их корней в зависимости от значений параметров.

Параметр, будучи фиксированным, но неизвестным числом,

имеет как бы двойственную природу. Во-первых, предполагаемая известность позволяет «общаться» с параметром как с числом, а во-вторых, степень свободы общения ограничиваемся его неизвестностью. Так, деление на выражение, содержащее параметр, извлечение корня четной степени из подобных выражений требуют предварительных исследований. Как правило, результаты этих исследований влияют и на решение и на ответ.

Основное, что нужно усвоить при знакомстве с параметром – это необходимость осторожного, даже деликатного обращения с фиксированным, но неизвестным числом.
1. Основные определения.

Уравнения  вида        f (а, b, c, ...,k, х) = φ(а, b, c, ..., k, х),    где а, b, c, …, k, х – переменные величины,  называются уравнениями с параметрами.

      Любая система значений переменных               а = а0, b = b0, c = c0, …, k = k0, х = х0,

при которой обе части уравнения принимают действительные значения, называются системой допустимых значений переменных а, b, c, …, k, х.

     Пусть А – множество допустимых значений а, В – множество допустимых значений b, С – множество допустимых значений с, …, К – множество допустимых значений k, Х – множество допустимых значений х, т. е. а
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Х. Если из каждого множества А, В, С, …, К выбрать и зафиксировать соответственно по одному значению а, b, c, …, k и подставить их в уравнение, то получим уравнение относительно х, т. е. уравнение  с одной переменной.

        Переменные а, b, c, …, k, которые при решение уравнения считаются постоянными, называются параметрами, а само уравнение называется уравнением, содержащим параметры.

       В дальнейшем будем параметры обозначать первыми буквами латинского алфавита: a, b, c, d, …, k, l, m, n,  а неизвестные – буквами x, y, z.

      В уравнении 
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m и n – параметры, а х – неизвестное.

     Допустимой является любая система значений m, n и х, удовлетворяющая условию
 m ≠ 3, n ≠ -1,  n ≠ 0, х ≠ 0.

 При m = 4, n = 1 получим уравнение 
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,       При m = 5,  n = 3 получим уравнение 
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   Решить уравнение – значит  указать, при каких значениях параметров существует решения и каковы они.

 
   Два уравнения, содержащие одни и те же параметры, называются равносильными, если:

   а) они имеют смысл при одних и тех же значениях параметров;

   б) каждое решение первое уравнение является решением второго и наоборот.
2. Решение уравнений.

2.1. Линейные уравнения и уравнения приводимые

 к линейным.
     Уравнения вида   
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-  выражения, зависящие только от параметров, а  
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-  неизвестное, называют линейным относительно  
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     Оно приводится к виду  
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  имеет бесчисленное множество решений (
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- при 
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1). Решить уравнение     
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Решение:          
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                                      Ответ: при 
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2). Решить уравнение  
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Решение:    
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, значит, уравнение имеет бесчисленное множество корней (
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                         при  
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                      Ответ:  при  
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 - единственное решение.

       Но задания на уравнения с параметрами могут звучать по-другому, например:

3). При каких значениях параметра а уравнение  
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 имеет:
                                  1) один корень;   

                            2) ни одного корня;  

                                 3) бесконечно много корней.   

Решение:        
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, значит, уравнение имеет бесчисленное множество корней, 
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                    Ответ:  уравнение имеет один корень     
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                                  уравнение не имеет корней    при     
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      Теперь рассмотрим уравнения приводимые к линейным.

4) Решить уравнение      
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Решение:        
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 уравнение не имеет смысла, следовательно, не имеет корней;

если 
[image: image91.wmf]1

-

¹

x

,  
[image: image92.wmf]2

¹

x

, то 
[image: image93.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

5

2

1

3

7

2

5

-

=

+

+

-

-

-

bx

x

b

x

b

,

                                       
[image: image94.wmf]0

5

2

3

3

7

7

10

5

2

=

+

-

-

-

-

-

+

-

-

bx

b

bx

x

x

b

bx

,

                                       
[image: image95.wmf]8

5

12

4

-

=

-

-

b

x

bx

,

                                       
[image: image96.wmf]b

x

bx

5

8

12

4

-

=

+

,

                                        
[image: image97.wmf](

)

b

b

x

5

8

3

4

-

=

+

,

если  
[image: image98.wmf]3

-

=

b

,  то  
[image: image99.wmf]23

0

=

x

, т.е. уравнение не имеет решений (корней нет),
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Этот корень будет только тогда, когда существует уравнение, то есть, надо проверить при каких 
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Ответ: при   
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 уравнение имеет единственный корень 
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Уравнения могут содержать два параметра.

5) Решить уравнение  
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Решение:        
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14).  Решить уравнение   
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Приведем к общему знаменателю:                  
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Если m = - 3

0 x = -21-8+9-ложно, решений нет.

Если m = 1

0 x = 0, x - любое число.
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            Если m = 1, x-любое число.
2.2.  Квадратные уравнения и уравнения, приводимые к квадратным.

     Уравнения с параметром не выше второй степени являются самыми распространенными в практике итоговых и конкурсных заданий. Их общий вид определяется многочленом   
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  с параметром  
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  не выше второй степени.

      Отметим, что наиболее важным в практике являются следующие задачи:

1). Решить уравнение с параметром.

2). Найти значение параметров, при которых общее решение уравнения обладает определенными свойствами.

      Контрольные значения параметра определяются уравнением    
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2). На области допустимых значений параметра исходное уравнение при помощи равносильных преобразований приводятся к виду  
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3). Выделяется множество контрольных значений параметра, для которых 
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  соответствует тип не особых частных уравнений.

4). Выделяются контрольные значения параметра, для которых  
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  обращается в нуль. Соответствующие не особые частные уравнения имеют двукратный корень  
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5). Найденные контрольные значения параметра разбивают область допустимых значений параметра на промежутки. На каждом из промежутков определяется знак  D. Множеству   
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Решение:     
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                            Ответ:  если   
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2). Решить уравнение   
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Решение:   
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3). Решить уравнение  
[image: image373.wmf]2

2

2

8

2

m

x

m

m

x

m

m

x

x

-

=

+

-

-

.

Решение:    
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4). Решить уравнение     
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Решение:   
[image: image405.wmf])

2

(

1

)

2

(

)

2

(

)

2

(

1

-

+

-

+

=

-

+

x

m

x

m

x

x

x

n

n

x

,
                   при  
[image: image406.wmf],

0

=

m

  
[image: image407.wmf]0

=

n

,  
[image: image408.wmf]2

=

x

 уравнение не имеет смысла;

                   если  
[image: image409.wmf]0

)

2

(

¹

-

x

mn

,  то

                            
[image: image410.wmf]n

x

xn

m

x

xm

+

+

=

+

-

)

2

(

)

2

(

,

                                 
[image: image411.wmf]n

xn

n

x

m

xm

m

x

+

+

=

+

-

2

2

2

2

,

                                 
[image: image412.wmf]0

2

2

2

2

=

-

+

-

-

-

n

m

xn

xm

n

x

m

x

,

                            
[image: image413.wmf]0

)

(

)

(

2

)

(

2

=

-

+

+

-

-

n

m

x

n

m

x

n

m

;

                      если   
[image: image414.wmf]0

=

-

n

m

,  
[image: image415.wmf]n

m

=

,  то  
[image: image416.wmf](

)

,

0

2

=

+

-

x

n

m


                                                                   
[image: image417.wmf]0

=

x

 - единственный корень;

                  если  
[image: image418.wmf]n

m

¹

,  то     

                          
[image: image419.wmf]mn

n

mn

m

n

mn

m

n

m

n

m

D

4

2

2

)

(

)

(

4

2

2

2

2

2

2

=

-

+

-

+

+

=

-

-

+

=

;

                  если   
[image: image420.wmf]0

<

mn

, то корней нет;

                 если   
[image: image421.wmf]0

>

mn

,  то  
[image: image422.wmf]n

m

mn

n

m

x

-

±

+

=

2

,

                 так как при  
[image: image423.wmf]2

=

x

 уравнение не имеет смысла, то

                           
[image: image424.wmf],

2

2

=

-

+

+

n

m

mn

n

m

                     
[image: image425.wmf],

2

2

=

-

-

+

n

m

mn

n

m


                          
[image: image426.wmf],

2

2

2

n

m

mn

n

m

-

=

+

+

              
[image: image427.wmf],

2

2

2

n

m

mn

n

m

-

=

-

+


                          
[image: image428.wmf]n

m

mn

3

2

-

=

,                                 
[image: image429.wmf]n

m

mn

3

2

-

=

-

,                                                                                                                       

                          
[image: image430.wmf]2

2

9

6

4

n

mn

m

mn

+

-

=

,                      
[image: image431.wmf]2

2

9

6

4

n

mn

m

mn

+

-

=

,

                                               
[image: image432.wmf]0

9

10

2

2

=

+

-

n

mn

m

,

                                          
[image: image433.wmf]0

16

9

25

4

2

2

2

1

>

=

-

=

n

n

n

D

   для любого 
[image: image434.wmf]n

, так как  
[image: image435.wmf]0

¹

n

,

                          
[image: image436.wmf]n

n

m

4

5

+

=

,                                        
[image: image437.wmf]n

n

m

4

5

-

=

,

                               
[image: image438.wmf],

9

n

m

=

                                                 
[image: image439.wmf]n

m

=

,

                  если   
[image: image440.wmf],

9

n

m

=

  то  
[image: image441.wmf]2

1

=

x

,  или  
[image: image442.wmf]2

=

x

, где  
[image: image443.wmf]2

=

x

 - посторонний корень;

               если   
[image: image444.wmf]n

m

=

, то  
[image: image445.wmf]0

=

x

 - единственный корень.

Ответ:   если   
[image: image446.wmf],

0

=

m

  
[image: image447.wmf]0

=

n

, то уравнение корней не имеет;

            если   
[image: image448.wmf]0

¹

m

,  
[image: image449.wmf]0

¹

n

,  
[image: image450.wmf]n

m

=

, то  уравнение имеет единственный корень  
[image: image451.wmf]0

=

x

;

           если   
[image: image452.wmf]0

¹

m

,  
[image: image453.wmf]0

¹

n

,  
[image: image454.wmf],

9

n

m

=

  то уравнение имеет единственный корень  
[image: image455.wmf]2

1

=

x

;

           если  
[image: image456.wmf]0

>

mn

,  
[image: image457.wmf]n

m

¹

,  
[image: image458.wmf]n

m

9

¹

,  то уравнение имеет два различных корня  
[image: image459.wmf],

2

n

m

mn

n

m

x

-

+

+

=

  
[image: image460.wmf];

2

n

m

mn

n

m

x

-

-

+

=


           если    
[image: image461.wmf]0

<

mn

, то корней нет.
      Формулировки многих заданий помимо решения уравнения  
[image: image462.wmf],

0

)

(

)

(

)

(

2

=

+

+

a

h

x

a

g

x

a

f

  ставят задачи поиска значений параметров, для которых его общие решения  
[image: image463.wmf]2

)

(

)

(

4

)

(

)

(

)

(

2

1

a

h

a

f

a

g

a

g

a

f

-

+

-

=

  и  
[image: image464.wmf]2

)

(

)

(

4

)

(

)

(

)

(

2

2

a

h

a

f

a

g

a

g

a

f

-

-

-

=

   удовлетворяют одному из следующих условий:

1) оба или положительны, или отрицательны, или имеют различные знаки;

2) располагаются внутри некоторого промежутка  
[image: image465.wmf](

)

b

a

;

 или вне его;

3) располагаются определенным образом относительно корней другого уравнения.

   В таких формулировках присутствует некоторое действительное число  
[image: image466.wmf]l

  и требуется значение параметра, обеспечивающее для общих решений  
[image: image467.wmf]),

(

1

1

a

f

x

=

   
[image: image468.wmf])

(

2

2

a

f

x

=

  одно из требований  1) – 3).

      Простой способ решения таких задач основан на справедливости следующих результатов о расположении действительного числа  
[image: image469.wmf]l

  относительно корней  
[image: image470.wmf])

(

1

a

f

 и 
[image: image471.wmf])

(

2

a

f

  многочлена  
[image: image472.wmf])

(

)

(

)

(

)

;

(

2

a

h

x

a

g

x

a

f

x

a

F

+

+

=

  с параметром  
[image: image473.wmf]a

  и  переменной  
[image: image474.wmf]x

.

    1. На множестве 
[image: image475.wmf](

)

{

}

0

,

0

³

¹

D

a

f

a

 
[image: image476.wmf]для общих решений  
[image: image477.wmf])

(

1

a

f

 и 
[image: image478.wmf])

(

2

a

f

  многочлена  
[image: image479.wmf])

(

)

(

)

(

)

;

(

2

a

h

x

a

g

x

a

f

x

a

F

+

+

=

  число 
[image: image480.wmf]l

 удовлетворяет условию 
[image: image481.wmf](

)

a

f

a

f

2

1

)

(

<

<

l

   (или 
[image: image482.wmf](

)

a

f

a

f

1

2

)

(

<

<

l

), если 
[image: image483.wmf](

)

(

)

0

;

<

×

l

a

F

a

f

:
[image: image1787.emf]
                 
[image: image484.wmf]y

                                                      
[image: image485.wmf]y


           
[image: image486.wmf](

)

l

;

a

F

                                                       0        
[image: image487.wmf](

)

a

f

1

                              
[image: image488.wmf]l

  
[image: image489.wmf](

)

a

f

2

  

                                                                                                                  
[image: image490.wmf](

)

l

;

a

F

                                                               
                  0            
[image: image491.wmf](

)

a

f

2

                     
[image: image492.wmf]l

      
[image: image493.wmf](

)

a

f

1


                                                                                    
[image: image494.wmf]x

                                                
[image: image495.wmf]x


2. На множестве    
[image: image496.wmf](

)

{

}

0

,

0

³

¹

D

a

f

a

 
[image: image497.wmf]для многочлена  
[image: image498.wmf])

(

)

(

)

(

)

;

(

2

a

h

x

a

g

x

a

f

x

a

F

+

+

=

  число 
[image: image499.wmf]l

 располагается левее общих решений 
[image: image500.wmf])

(

1

a

f

 и 
[image: image501.wmf])

(

2

a

f

 для тех и только тех значений параметра, для которых    
[image: image502.wmf](

)

(

)

0

;

>

×

l

a

F

a

f

   и   
[image: image503.wmf])

(

2

)

(

a

f

a

g

-

<

l

:

[image: image1788.emf]                               
[image: image504.wmf]y

                                                                              
[image: image505.wmf]y




                                                                            
[image: image506.wmf](

)

l

;

a

F


                                                                                               
[image: image507.wmf](

)

a

f

1

 
[image: image508.wmf](

)

(

)

a

f

a

g

2

-

     
[image: image509.wmf](

)

a

f

2

               

                                          0         
[image: image510.wmf](

)

a

f

2

     
[image: image511.wmf](

)

(

)

a

f

a

g

2

-

             
[image: image512.wmf](

)

a

f

1

         
[image: image513.wmf]x

                           0            
[image: image514.wmf]l

                                             
[image: image515.wmf]x


                 
[image: image516.wmf](

)

l

;

a

F

                                                                                                              
               3. На множестве 
[image: image517.wmf](

)

{

}

0

,

0

³

¹

D

a

f

a



 EMBED Equation.3 [image: image518.wmf]для многочлена  
[image: image519.wmf])

(

)

(

)

(

)

;

(

2

a

h

x

a

g

x

a

f

x

a

F

+

+

=

 число 
[image: image520.wmf]l

 располагается правее общих решений 
[image: image521.wmf])

(

1

a

f

 и 
[image: image522.wmf])

(

2

a

f

 для тех и только тех значений параметра, для которых  
[image: image523.wmf](

)

(

)

0

;

>

×

l

a

F

a

f

    и   
[image: image524.wmf])

(

2

)

(

a

f

a

g

-

>

l

:

[image: image1789.emf]        
[image: image525.wmf]y

                                                                      

                                                                                  
[image: image526.wmf]y

   

                                      
[image: image527.wmf](

)

a

f

1

     
[image: image528.wmf]l

                       
[image: image529.wmf](

)

l

;

a

F


        0         
[image: image530.wmf](

)

a

f

2

                 
[image: image531.wmf](

)

(

)

a

f

a

g

2

-

                        
[image: image532.wmf]x

                                         0                    
[image: image533.wmf](

)

a

f

1

                
[image: image534.wmf](

)

(

)

a

f

a

g

2

-

            
[image: image535.wmf]l

       
 
[image: image536.wmf](

)

l

;

a

F

                                                                                                         
[image: image537.wmf](

)

a

f

2

     
[image: image538.wmf]x

              
   5).  В уравнении  
[image: image539.wmf]0

3

4

)

1

2

(

2

)

1

(

2

=

+

+

+

+

-

a

x

a

x

a

  найти все значения а,  для которых его корни удовлетворяют одному из следующих условий:

а)  имеют разные знаки;

       б) принадлежат промежутку  (-5;3);

         в) меньший корень располагается левее корней уравнения         
[image: image540.wmf]0

4

5

2

=

+

-

x

x

, а больший корень располагается между его корней.  

Решение:   
[image: image541.wmf]0

3

4

)

1

2

(

2

)

1

(

2

=

+

+

+

+

-

a

x

a

x

a

,

        при  
[image: image542.wmf]1

=

a

  уравнение имеет единственный корень  
[image: image543.wmf]6

7

-

=

x

;

       уравнение имеет два корня, если  
[image: image544.wmf]0

4

>

D

,

       
[image: image545.wmf]4

5

3

3

4

4

1

4

4

)

1

)(

3

4

(

)

1

2

(

4

2

2

2

+

=

+

-

+

-

+

+

=

-

+

-

+

=

a

a

a

a

a

a

a

a

a

D

,

                             
[image: image546.wmf]0

4

5

>

+

a

,   если   
[image: image547.wmf]5

4

-

>

a

,

             при  
[image: image548.wmf])

;

1

(

)

1

;

5

4

(

+¥

È

-

Î

a

  уравнение имеет два различных корня;

а)  уравнение имеет корни разных знаков, если  
[image: image549.wmf](

)

(

)

0

0

;

1

<

×

-

a

F

a

,

                                                
[image: image550.wmf](

)

3

4

0

;

+

=

a

a

F

,

                                                
[image: image551.wmf](

)

(

)

,

0

3

4

1

<

+

×

-

a

a


[image: image1790.emf][image: image1791.emf][image: image1792.emf]                                    +         -                  +
                                           
[image: image552.wmf]5

4

-

          
[image: image553.wmf]4

3

-

                 1

               при  
[image: image554.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

Î

1

;

4

3

a

  уравнение имеет два корня разных знаков;

б)    
[image: image555.wmf]3

5

2

1

<

<

<

-

x

x

,  если

                                    
[image: image556.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

<

-

+

-

>

×

-

-

+

-

<

-

>

-

×

-

;

3

1

2

1

2

2

,

0

3

;

1

,

1

2

1

2

2

5

,

0

5

;

1

a

a

a

F

a

a

a

a

F

a


   
[image: image557.wmf](

)

,

32

9

5

;

-

=

-

a

a

F

                       
[image: image558.wmf](

)

a

a

F

25

3

;

=

,


[image: image559.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

-

>

-

+

>

-

<

-

+

>

-

-

;

3

1

1

2

,

0

25

1

,

5

1

1

2

,

0

32

9

1

a

a

a

a

a

a

a

a

                
[image: image560.wmf](

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

>

+

-

+

>

-

<

-

-

+

>

-

-

;

0

3

1

1

2

,

0

1

25

,

0

5

1

1

2

,

0

32

9

1

a

a

a

a

a

a

a

a

        
[image: image561.wmf](

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

>

-

-

>

-

<

-

+

-

>

-

-

;

0

1

2

5

,

0

1

,

0

1

6

3

,

0

32

9

1

a

a

a

a

a

a

a

a


                           

                                               1                                                
[image: image562.wmf]9

5

3


                                               1                                         2


                             0                 1 


                          0,4                1 

        так как уравнение имеет два различных корня, если 
[image: image563.wmf])

;

1

(

)

1

;

5

4

(

+¥

È

-

Î

a

, то при   
[image: image564.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+¥

È

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

Î

;

5

3

3

0

;

5

4

a

  уравнение имеет два различных корня, принадлежащих промежутку  
[image: image565.wmf](

)

3

;

5

-

;

в)  уравнение  
[image: image566.wmf]0

4

5

2

=

+

-

x

x

 имеет корни  1  и  4,

          
[image: image567.wmf]4

1

2

1

<

<

<

x

x

,   если  


[image: image568.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

<

-

+

-

>

×

-

<

-

+

-

>

×

-

;

4

1

2

1

2

2

,

0

4

;

1

,

1

1

2

1

2

2

,

0

1

;

1

a

a

a

F

a

a

a

a

F

a


       
[image: image569.wmf](

)

4

9

1

;

+

=

a

a

F

,                 
[image: image570.wmf](

)

5

36

4

;

-

=

a

a

F

,


[image: image571.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

-

>

-

+

>

-

-

-

>

-

+

>

+

-

;

4

1

1

2

,

0

5

36

1

,

1

1

1

2

,

0

4

9

1

a

a

a

a

a

a

a

a

             
[image: image572.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

>

+

-

+

>

-

-

>

+

-

+

>

+

-

;

0

4

1

1

2

,

0

5

36

1

,

0

1

1

1

2

,

0

4

9

1

a

a

a

a

a

a

a

a

          
[image: image573.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

>

-

-

>

-

-

>

-

>

+

-

;

0

1

3

6

,

0

5

36

1

,

0

1

3

,

0

4

9

1

a

a

a

a

a

a

a

a



                          
[image: image574.wmf]9

4

-

                                              1


                                    0                                                1

                                            
[image: image575.wmf]36

5

                                1

                                                            
[image: image576.wmf]2

1

                 1

   корни уравнения  удовлетворяют условию  
[image: image577.wmf]4

1

2

1

<

<

<

x

x

, если  
[image: image578.wmf](

)

+¥

È

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

¥

-

Î

;

1

9

4

;

a

, но сами корни существуют, если  
[image: image579.wmf])

;

1

(

)

1

;

5

4

(

+¥

È

-

Î

a

, следовательно,  меньший корень уравнения располагается левее корней уравнения         
[image: image580.wmf]0

4

5

2

=

+

-

x

x

, а больший корень располагается между его корней, если  
[image: image581.wmf](

)

+¥

È

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

Î

;

1

9

4

;

5

4

a

.

               Ответ:  если  
[image: image582.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

Î

1

;

4

3

a

  уравнение имеет два корня разных знаков;

                             если  
[image: image583.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+¥

È

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

Î

;

5

3

3

0

;

5

4

a

, то  уравнение имеет два различных корня, принадлежащих промежутку  
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Эти корни будут только тогда, когда существует уравнение, то есть, надо проверить при каких а   
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Решение:  Приводим к общему знаменателю:
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11). Решить уравнение      
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Решение: Приводим к общему знаменателю:
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    2 корня при любом a, кроме a = -1,5 и тех при которых x = 0.
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2.3. Иррациональные уравнения.
     Уравнение  
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     Решение таких уравнений сводится к постепенному переходу к рациональному уравнению путём возведения в степень обеих частей уравнения. Но известно, что в таком случае возможно появление посторонних корней. Следовательно, решение должно сопровождаться тщательной проверкой.
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5) Решить  уравнение   х - 
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     Решение: Возведем  в  квадрат  обе  части  иррационального  уравнения  с  последующей проверкой  полученных  решений.

Перепишем  исходное  уравнение  в  виде:
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При  возведении  в  квадрат  обеих  частей  исходного  уравнения  и  проведения  тождественных  преобразований  получим:  

2 х2 – 2х + (1 - а) = 0, D = 2а – 1.

Особое  значение: а = 0,5. Отсюда:

1) при  а > 0,5  х1,2 = 0,5 (1 ± 
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Проведя  равносильные  преобразования, получим:
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 ( 1, то  можно  возвести  полученное  равенство  в  квадрат и  это  условие  выполняется, если а ≥1. Так  как  равенство  истинно  при а ≥1, а  х2  может  быть  корнем  уравнения    при  а > 0,5, следовательно, х2 – корень  уравнения  при а≥1.
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8) Решить уравнение    
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Графические приемы решения задач с параметром.

6) При каких значениях параметра а уравнение [image: image1365.png]


 не имеет решения?

Решение.

Построим графики функций 
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7) При каких значениях параметра а система уравнений

[image: image1369.png]~4x+y’+a® =2ay
(x=57 +(y-3F =





 не имеет решения?

Решение.
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Ответ: [image: image1371.png]



1) Решить уравнение: 
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Разделим второе уравнение на первое: 
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2) Найдите такое a, чтобы один корень уравнения 
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Решение:  
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3) Найти все значения а, при которых уравнение 
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Сделаем замену 
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Корни 
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4) Найти значения параметра а, при которых один из корней уравнения 
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Решение: Если t и 
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Составим разность двух последних равенств, получим, что 
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5) Найти множество таких значений параметра а, при которых система 
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Решение:

Сложив все уравнения, получим 
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Ответ: 
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6) Решить уравнение: 
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ОДЗ: 
[image: image1436.wmf].

,

1

,

1

,

0

2

2

2

p

x

x

p

x

x

x

³

³

Þ

³

³

³


1) Когда p < 0 
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2) Когда p = 0.
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3) Когда p > 0.
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Ответ: 
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7) При каких действительных значениях а уравнение 
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Решение: 

Рассмотрим три случая:

1) 
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Тогда x – 2 – x - 1 = a или -3 = а. Значит, при а = -3 решениями уравнения будут все 
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2) -1 < x < 2. В этом случае – x + 2 – x -1 = a или 
[image: image1451.wmf](
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В исследуемый промежуток входит лишь два целых числа 0 и 1, которые будут решением при а = 1 или а = - 1 соответственно.

3) 
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Тогда –x + 2 + x + 1 = a или 3 = а. При а = 3 все  
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Ответ: 
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8) При каких а система 
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Решение.

Выразим из второго уравнения 
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Поверим при каком а первое уравнение имеет решение х = 0, у = 0:
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 9) Для любых положительных а и b найти положительные решения системы:
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Решение.

Рассмотрим два случая.

1) 
[image: image1472.wmf].
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Будем решать данную систему относительно параметров а и b. Выразим из второго уравнения а:
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Из которого найдем:
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Им соответствуют:
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Условие положительности параметров и неизвестных позволяет нам отбросить 
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В результате имеем систему:
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Складывая и вычитая уравнения системы, получим новую систему:
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2) 
[image: image1482.wmf].
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Ответ: При 
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            При 
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>

=

b

a

 

10) Найти наибольшее а, для которого найдется такое b, что система
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Решение.

Рассмотрим графики, соответствующие каждому уравнению:
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При изменении параметров a и b графики смещаются параллельно вдоль оси 0y.

Очевидно, что два решения система будет иметь, если есть точка касания:
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В – точка пересечения,

А – точка касания.

Пусть А
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угловой коэффициент касательной к этим графикам в точке 
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Из первого уравнения найдем k
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Далее имеем: 
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Наибольшее значение а как функции от 
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11) Найдите все значения р, при которых уравнение 
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Решение.
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Получаем уравнение:
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Найдем промежутки возрастания и убывания функции при y > 0. Найдем производную данной функции:


[image: image1511.wmf](

)

.

12

45

27

2

'

+

-

=

y

y

y

f



[image: image1512.wmf]0

12

45

27

2

=

+

-

y

y



[image: image1513.wmf]0

4

15

9

2

=

+

-

y

y



[image: image1514.wmf]81

144

225

=

-

=

D



[image: image1515.wmf],

3

1

18

9

15

1

=

-

=

y
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1) На промежутке 
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2) На промежутке 
[image: image1521.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

3

4

;

3

1

 
[image: image1522.wmf]f

убывает и 
[image: image1523.wmf](

)

;

6

5

6

;

3

1

2

ú

û

ù

ê

ë

é

=

f

E


3) На промежутке 
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 EMBED Equation.3  [image: image1525.wmf]f
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Остается выяснить, сколько раз функция f принимает различные значения р. Ясно, что уравнение 
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уравнение не имеет решения, т. к. эти значения р не принадлежат множеству 
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2) 
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 Уравнение имеет  единственное решение.

3) 
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 Уравнение имеет  два решения.

4) 
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 Уравнение имеет  три решения.

Ответ: а) 
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             в) 
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12) Определите а так, чтобы сумма квадратов корней уравнения  
[image: image1541.wmf](
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Решение.

По теореме Виета Сумма 
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тогда найдем сумму квадратов уравнения: 
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[image: image1546.wmf](

)

,

0

1

2

³

-

a

при любом а. Наименьшим оно будет при а = 1.

Ответ: а = 1.

13) При каких значениях а разность корней уравнения 
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 Решение.
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Находим корни данного уравнения:
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I. 
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II. 
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=

1

2

a

посторонний корень(a < 0).
Ответ: а = 1 или 
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14) При каких значениях параметра а уравнение 
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Поэтому уравнение 
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15) При каких значениях а сумма 
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Решение.
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Пусть 
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Если D = 0,

1 + 4a = 0
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Найдем корни:
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16) При каких значениях а выражение 
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17) Найти все значения р, при которых уравнение 
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Сделаем замену переменной 
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Найдем множество значений функции 
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18) Две точки А и В, расстояние между которыми d см, движутся по разным сторонам прямого угла к его вершине с одинаковой скоростью, равной 
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Решение.
Пусть точка А движется х секунд, тогда точка В – (х – t) секунд.

Найдем длину АС:
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Зная, что АВ = d, получаем следующее уравнение:
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Оценим выражение 
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Это верно при условии 
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19) Найти все значения а, для которых уравнение 
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Решение.
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Поэтому уравнение 
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Имеет единственное решение.

Уравнение 
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В этих условиях уравнение 
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При а = 0 не выполнено условие ax > 0.
При a < 0 из системы 
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следует, что оба корня отрицательны. Но в условиях системы
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следует, что оба корня уравнения 
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Положительны, и поэтому все условия системы выполняются, т. е. система  
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При 
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Ответ: Уравнение имеет единственный корень, когда а = 4 и a < 0.
20) При каких а система 
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 имеет единственное решение?

Решение. 
Учитывая четность функции 
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Для единственности решения системы необходимо выполнение условия 
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Подставим в систему:
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Если 
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Докажем, что система имеет единственное решение:
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Домножим обе части первого уравнения на -2:
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Сложив первое уравнение со вторым, получим:
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Система будет иметь решение если a > 0.
Если  а = 1,
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Заключение.
Своей работой  я хочу рассказать вам, как на завершающем этапе  обучения в школе я смогла решить для себя задачу, которая казалась мне неразрешимой, как за очень недолгий промежуток времени (чуть меньше учебного года) я избавилась от панического страха, от ужаса, который практически парализовывал меня, сковывал не только мысли, а буквально, лишал меня возможности адекватно реагировать на окружающий мир. А весь этот кошмар (поверьте, я не преувеличиваю) начинался со слов: « При каких значениях параметра … и т .д.».  Задачи с параметрами – это то, что я просто не могла понять. Вызубрила все определения, а объяснить себе, почему « параметр – это фиксированное, но неизвестное  число» так и не  могла.
Примите во внимание народную мудрость «Глаза боятся, а руки делают». Нужно обязательно пробовать решать задачи с параметрами. Не смотреть на них, не страдать и не жаловаться, а брать ручку, тетрадь, учебные пособия – и у вас все получится.
Как уже говорилось, алгоритма решения уравнений с параметрами нет. Но в своей работе, рассматривая уравнения различных типов: линейные, квадратные, иррациональные, показательные, логарифмические, тригонометрические - я показала основные способы решения подобных уравнений. И таким образом в данной работе указаны основные направления, по которым следует идти при решении уравнений с параметрами. Кроме того, при написании данной работы я сформировала собственные навыки решения уравнений с параметрами, которые пригодятся мне при дальнейшем обучении.
Работа может быть использована при проведении факультативных занятий, при подготовке учащихся к олимпиадам по математике, а также в прикладных курсах профильного обучения в старших классах.
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