ДЕЛЕНИЕ МНОГОЧЛЕНА НА МНОГОЧЛЕН  С ОСТАТКОМ.
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В отличие от операций сложения и умножения операция деления многочлена на многочлен выполнима не всегда. Иными словами, если заданы многочлены А(x) и B(x), то не всегда найдется такой многочлен Q(x), что А(x)=B(x)*Q(x). Например, многочлен x
[image: image1.wmf]2

+1 не делится на многочлен x-1. В самом деле, если бы существовал такой многочлен Q(x), что x
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+1=(x-1)*Q(x), то при замене x числом 1 было бы верно равенство 1
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+1=(1-1)*Q(1), откуда 2=0. Но последнее равенство неверно, а потому x
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+1 не делится на x-1.

Однако, как и в множестве целых чисел, для многочленов имеет место операция деления с остатком.

Теорема 1. Пусть А(x) и В(x) – многочлены от x, причем B(x) не является нулевым многочленом (т.е. среди коэффициентов этого многочлена есть отличные от нуля). Тогда существуют такие многочлены Q(x) и R(x), что

А(x) = B(x)*Q(x)+R(x),                                                                       (1)
причем степень многочлена R(x) меньше степени многочлена B(x) (или R(x) – нулевой многочлен).

Многочлены Q(x) и R(x), обладающие указанными выше свойствами, называется соответственно неполными частными (или частным, если R(x) – нулевой многочлен) и остатком при делении А(x) на B(x).

Мы не будем проводить доказательство этой теоремы в общем виде, а покажем на примере, как искать неполное частное и остаток. Именно, разделим с остатком многочлен А(x) = 2x
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+x-6 на многочлен B(x) = x
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+5. Для этого надо найти такие многочлены Q(x) и R(x), что
2x
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+5) Q(x)+ R(x),                                           (2)

Причем степень R(x) меньше степени B(x), т.е. не превосходит 3. Поскольку степень произведения двух многочленов равна сумме степеней множителей, то многочлен Q(x) должен иметь вторую степень. Таким образом, хотя мы не знаем многочленов Q(x) и R(x), мы уже знаем их вид:

Q(x) = q
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        И     R(x)=r
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Где q
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 - неизвестные нам числа.
Чтобы найти эти числа, подставим выражения Q(x) и R(x) в (2):

2x
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Если раскрыть скобки в правой части и привести подобные члены, то получим равенство:
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.
Это равенство должно выполняться при всех значениях x. Но мы уже знаем, что если два многочлена тождественно равны, то их коэффициенты при одинаковых степенях x совпадают. Отсюда для отыскания неизвестных коэффициентов

q
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получаем следующую систему уравнений:
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Подставляя значение q
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=2 во второе равенство, находим q
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= -6. Точно также из третьего уравнения имеем q
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=15. Таким образом, Q(x)=2x
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-6x+15. Теперь из четвертого уравнения находим r
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= -50 и далее r
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=-10,  r
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=31, r
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= -81. Значит, R(x)=-50x
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+31x-81.
Аналогично находятся неполное частное и остаток в случае любых многочленов А(x) и B(x), если хотя бы один из коэффициентов в В(x) отличен от нуля. При этом видно, что искомые коэффициенты определены однозначно, а потому однозначно определены и многочлены Q(x) и R(x).
Вместо выписывания системы уравнений применяют запись деления «уголком», аналогичную записи при делении многозначных чисел. Решение разобранного выше примера записывается при этом следующим образом:
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Остановимся на делении многочлена А(x) на двучлен x-
[image: image110.wmf]a

. Так как степень двучлена равна 1, то степень остатка при делении на x-
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 должна равняться нулю, т.е. остаток должен быть числом r (если r=0, то деление выполняется без остатка).

Поэтому имеет место тождество

А(x)=(x-
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)*Q(x)+r.

Чтобы найти r, положим в этом тождестве х=
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. Получаем, что A(
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)*Q(
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)+r, т.е. r=А(
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). Итак, мы доказали следущее утверждение, принадлежащие французскому математику Э.Безу (1730-1783):
Теорема 1. Остаток от деления многочлена А(x) на двучлен x-
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 равен А(
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) (т.е. значению многочлена А(x) при x=
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).

Введем теперь понятие корня многочлена.

Определение. Число 
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называют корнем многочлена A(x), если A(
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)=0(т.е. 
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 является корнем уравнения А(x)=0).
Ясно, что если A(x) делится на x-
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, т.е. если 

А(x) = (x-
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)Q(x),

То 
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 - корень для A(x). Из теоремы Безу следует и обратное утверждение: если 
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 - корень многочлена A(x), то A (x) делится на x-
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без остатка. В самом деле, в этом случае имеем r = А(
[image: image130.wmf]a

)=0.
Итак, справедливо следующее утверждение:

Теорема 2 . Число 
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 является корнем многочлена A(x)  в том и только в том случае, когда A(x) делится на x-
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