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Одним из простейших математических объектов являются многочлены. Их алгебраическая запись

	 f (x) = xn + a1xn–1 + a2xn–2 + ... + an–1x + an
	


является одновременно и формулой для вычисления значений многочлена. Хотя выражения типа cos x, 
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, 10x, log 2 x намного лаконичнее, с вычислительной точки зрения они бессодержательны: для вычисления, скажем чисел cos 17°, 
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 , 100,13 или log 2 7 нужны специальные приближённые формулы (или таблицы, составленные с помощью тех же формул). Как правило, в таких формулах появляются многочлены.  А ведь тригонометрические, степенные и т.п. (элементарные) функции — это самые простые из функций анализа, изучаемых и используемых математиками, физиками, инженерами.

 Так как вычислять многочлены приходится часто, то важно научиться делать это как можно проще. 

Рассмотрим алгоритмы вычисления значения многочлена степени n в заданной точке x. 
Pn(x) = a0 xn + a1xn-1 + ... + aix n-i + ... + a n-1x1 + a n
Алгоритм 1 - для каждого слагаемого, кроме a0 возвести x в заданную степень последовательным умножением и затем домножить на коэффициент. Затем слагаемые сложить.

Вычисление i-го слагаемого(i=1..n) требует i умножений. Значит, всего 1 + 2 + 3 + ... + n = n(n+1)/2 умножений. Кроме того, требуется n+1 сложение. 

Всего n(n+1)/2 + n + 1= n2/2 + 3n/2 + 1 операций.

Алгоритм 2 –  схема Горнера. Эта универсальная (то есть применимая к любому многочлену) схема предельно проста и изящна. 

Она получается из формулы               f (x) =а0 xn + a1xn–1 + a2xn–2 + ... + an–1x + an
 вынесением за скобки x всюду, где это возможно:

	 f (x) = (...(((а0 x + a1)·x + a2)·x + a3)...)·x + an.
	


Порядок действий при вычислении  f (x) определяется скобками: сначала сложение внутри самой внутренней пары скобок (его результат обозначим через p1), затем умножение и сложение внутри следующей пары скобок (результат p2) и т.д.: 

	
	 p0=a0x

 p1 = x + a1;


	
	 p2 = p1x + a2;


	
	 p3 = p2x + a3;


	
	 · · · · · · · · · · · · · · · · · ·


	
	 pn = pn–1x + an,     f (x) = pn;



	
	


всего n умножений и n сложений.

Алгоритм 3   Предварительная обработка коэффициентов

Для того, чтобы метод предварительной обработки коэффициентов работал, нужно, чтобы многочлен был унимодальным (то есть старший коэффициент an должен равняться 1) , а степень многочлена должна быть на единицу меньше некоторой степени двойки (n = 2k - 1 для некоторого k > 1). В таком случае многочлен можно представить в виде: 

p(x) = (xj + b)q(x) + r(x),      где j = 2k-1.     

    В обоих многочленах q и r будет вдвое меньше членов, чем в p. Для получения нужного результата мы вычислим по отдельности q(x) и r(x), а затем сделаем одно дополнительное умножение и два сложения. Если при этом правильно выбрать значение b, то оба многочлена q и r оказываются унимодальными, причем степень каждого из них позволяет применить к каждому из них ту же самую процедуру.
Можно привести примеры многочленов, для которых существуют необычайно экономные схемы; единственный их недостаток — они не универсальны. Сравнивая разные схемы по числу операций, мы будем объединять операции сложения и вычитания в группу «(+, –)-операций», а гораздо более трудоёмкие операции умножения и деления — в группу «(×, :)-операций». 

Примеры. 1) Многочлен  f (x) = x2^k можно вычислить за k умножений (а не за 2k по Горнеру):

	 p1 = x·x = x2,   p2 = p1·p1 = x4,   ...,   pk = pk–1·pk–1,    f (x) = pk. 


2) Многочлен  f (x) = x15 можно вычислить за пять (×, :)-операций, так как 

f (x) = x15 = x16 : x 

3) многочлен f (x) = x8 + x6 – x5 + 2x4 – x3 + x2 – x + 1  можно вычислить следующим образом: 

p1 = x·x = x2,   p2 = x2·x2 = x4,  f (x) = (p2 + p1 + 1)(p2 – x + 1),

всего три (×, :)-операции и четыре (+, –)-операции.
А что если для каждого многочлена существует своя схема, гораздо более экономная, чем схема Горнера?  Такие схемы можно было бы искать либо исходя из особенностей отдельного многочлена, либо сконструировав универсальный метод построения схем, намного более экономных, чем схема Горнера, но, возможно, для некоторых многочленов не наилучших. Оба эти метода уместны лишь в тех случаях, когда конкретный многочлен приходится вычислять так часто, что стоит потратить и время, и усилия, чтобы построить для него хорошую схему. Многочлены же «разового пользования» проще вычислять, скажем, по схеме Горнера. 

Рассмотрим многочлен: 
p(x) = x7 + 4x6 - 8x4 + 6x3 + 9x2 + 2x - 3.

    Определим сначала множитель xj + b в уравнении p(x) = (xj + b)q(x) + r(x). Степень многочлена p равна 7, то есть 23 - 1, поэтому k = 3. Отсюда вытекает, что j = 22 = 4. 

Выберем значение b таким образом, чтобы оба многочлена q и r были унимодальными. Для этого нужно посмотреть на коэффициенты aj-1 в p и положить b = aj-1 - 1. В нашем случае это означает, что b = a3 - 1 = 5. Теперь мы хотим найти значения q и r, удовлетворяющие уравнению: 

x7 + 4x6 - 8x4 + 6x3 + 9x2 + 2x - 3 = (x4 + 5)q(x) + r(x). 

    Многочлены q и r совпадают соответственно с частным и остатком от деления p на x4 + 5. Деление с остатком дает: 

p(x) = (x4 + 5)(x3 + 4x2 + 0x + 8) + (x3 - 11x2 + 2x - 37). 

    На следующем шаге мы можем применить ту же самую процедуру к каждому из многочленов q и r: 

q(x) = (x2 - 1)(x + 4) + (x + 12),    r(x) = (x2 + 1)(x - 11) + (x - 26). 

    В результате получаем: 

p(x) = (x4 + 5)((x2 - 1)(x + 4) + (x + 12)) + ((x2 + 1)(x - 11) + (x - 26)). 

    Посмотрев на этот многочлен, мы видим, что для вычисления x2 требуется одно умножение; еще одно умножение необходимо для подсчета x4 = x2*x2. Помимо этих двух умножений в вычислении правой части равенства участвуют еще три умножения. Кроме того, выполняется 10 операций сложения. В таблице 1 приведены сравнительные результаты анализа этого метода и других методов вычисления. Экономия не выглядит значительной, однако это объясняется тем, что мы рассматриваем лишь частный случай. Общую формулу для сложности можно вывести, внимательно изучив процедуру. Заметим прежде всего, что в равенстве (1) участвуют одно умножение и два сложения. Поэтому для числа умножений M = M(k) и числа сложений A = A(k) мы получаем следующий набор рекуррентных соотношений: 

	M(1) = 0
	A(1) = 0

	M(k) = 2M(k - 1) + 1 при k > 1
	A(k) = 2A(k - 1) + 2 при k > 1.


Таблица 1. Число операций при вычислении значения многочлена степени 7
	Способ
	Умножения
	Сложения

	Стандартный
	13
	7

	Схема Горнера
	7
	7

	Предварительная обработка
	5
	10


    Решая эти соотношения, мы заключаем, что число умножений приблизительно равно N/2, а число сложений приблизительно равно (3N - 1)/2. Неучтенными, однако, остались умножения, необходимые для подсчета последовательности значений x2, x4, x8, ..., x2k-1; на это требуется дополнительно k - 1 умножение. Поэтому общее число умножений приблизительно равно N/2 + log2N. 

Таблица 2.

Число операций при вычислении значения многочлена степени N
	Способ
	Умножения
	Сложения

	Стандартный
	2N - 1
	N

	Схема Горнера
	N
	N

	Предварительная обработка
	N/2 + log2N
	(3N - 1)/2



    В таблице 2 приведены результаты сравнительного анализа стандартного алгоритма, схемы Горнера и алгоритма с предварительной обработкой коэффициентов. 

При сравнении последних двух алгоритмов видно, что нам удалось сэкономить N/2 - log2N умножений, но за счет дополнительных (N-1)/2 сложений. Во всех существующих вычислительных системах обмен умножений на сложения считается выгодным, поэтому предварительная обработка коэффициентов повышает эффективность.

Многочлены являются необходимым инструментом каждого, кто занимается вычислением значений функций, поскольку представляют собой конструкцию, удобную для преобразований и последующего построения довольно простых алгоритмов.

Существует простая универсальная схема вычисления значений многочлена n-й степени (схема Горнера), позволяющая выполнять не более 2n (а для приведенного многочлена 2n-1) операции сложения и умножения.

Для каждого многочлена можно найти индивидуальную экономичную схему, поиск и применение которой оправданы, если многочлен используется достаточно часто. Число операций индивидуальной схемы может существенно отличаться от числа операций, необходимых при использовании схемы Горнера.

Существует общая универсальная схема с предварительной обработкой коэффициентов, число параметров которой не меньше числа коэффициентов рассматриваемого многочлена. Параметры схемы выражаются через коэффициенты многочлена арифметическими средствами.

При использовании схемы с предварительной обработкой коэффициентов становится возможным сэкономить N/2 - log2N умножений, за счет дополнительных (N-1)/2 сложений. Во всех существующих вычислительных системах обмен умножений на сложения считается выгодным, поэтому предварительная обработка коэффициентов повышает эффективность.
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