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Теорема. Егер АВСД төртбұрышы іштей сызылған болса, онда АВ ∙ СД + ВС ∙ АД=АС ∙ ВД

Яғни, төртбұрыш іштей сызылған болса, онда қарама-қарсы қабырғаларының көбейтіндісінің қосындысы диоганалдарының көбейтіндісіне тең.

Дәлелдеуі. (СВЕ  = (АВД болатындай етіп АС диагоналінен Е нүктесін аламыз (1-сурет). Сонда ( СВЕ ~ ( АВД, себебі  (ВСЕ =  (ВСА = (ВДА. Сондықтан ВС:ДВ = СЕ : ДА, яғни ВС ∙ ДА = СЕ ∙ ДВ (1). Сол сияқты (АВЕ = (ДВС және (ВАЕ = (ДВС, сондықтан ( АВЕ ~ ( ДВС. Осыдан АВ : ДВ = АЕ : ДС, яғни АВ ∙ ДС = АЕ ∙ ДВ (2). Осы шыққан (1) және (2) теңдіктерді қосып ВС ∙ ДА + АВ ∙ ДС = СЕ ∙ ДВ + АЕ ∙ ДВ = АС ∙ ДВ теңдігін аламыз. Теорема дәлелденді.

                                   





                                                


        

   1-сурет                                                      2-сурет

Ерте грек астрономы Александриялық Клавдия Птолемей (II ғасыр) бұл теореманы синустардың таблицасын, дұрысын айтқанда хордалардың ұзындықтарының таблицаларын жасау үшін пайдаланған. Оны төмендегі мысалдардан көруге болады.

1-есеп. Егер  α < π/2 және β < π/2 болса,  онда sin (α + β ) = sin α ∙ cos β + sin α ∙ cos β теңдігі орындалатының дәлелдендер.

Дәлелдеуі. Егер АС – шеңбер диаметрі болса, (2-сурет), онда АВ = АС cos α, BC = AC ∙ sin α, AД = AC ∙ cos β, ДС = AC ∙ sin β.
Сол сияқты ВД = АС ∙ sin ( α + β ) (синустар теоремасынан шығады), АС = 2R болғандықтан.

Осы теңдіктерді Птолемей теоремасына қолдансақ, онда 

АС ∙ cos α ∙ AC ∙sin β + AC ∙ sin α ∙AC ∙ cos β =AC ∙ AC sin (α+β) 

теңдіктің екі жағын АС² - қа бәлсек, онда sin ( α + β ) = sin α ∙ cos β + sin β ∙ cos α 

егер α мен β 90º- тан үлкен болса да келтіру формалаларын пайдаланып ( sin ( 180º − α ) = sin α ) жоғарыдағы теңдікті алуға болады.

Астрономиядан көп мағлұматы бар Птолемейдің бұл кітабы орта ғасырда шығыс араб елдерінде кеңінен тарады. Шығыс ғалымдары кітапты жоғары бағалап  «Ұлы кітап» - «әл – Мәджисти» деп атады.

Осыдан қазіргі аты « Альмагест » шыққан.





                                             3-сурет

2-есеп. Тең қабырғалы үшбұрышқа сырттай сызылған шеңбердің кез-келген нүктесінен жақын жатқан төбелерге дейінгі қашықтықтар қосындысы алыс жатқан қашықтыққа тең екенін дәлелде.

Дәлелдеуі: АК + СК = ВК екенін дәлелдеу керек.

АВСК іштей сызылған төртбұрыш болғандықтан Птолемей теоремасы бойынша, АК ∙ ВС + СК ∙ АВ = СА ∙ ВК

Ал, АВС тең қабырғалы үшбурыш болғандықтан АС = ВС = АС = а. Ендеше теңдіктің екі жағын бірдей сандарға қысқартып, АК + СК = ВК теңдігін аламыз.

3-есеп. Егер ABCD төртбұрышы шеңберге іштей сызылған болса, онда оның ауданы 
                          S=((p-a)(p-b)(p-c)(p-d)            (3)
формуласы бойынша табылады. Мұнда a, b, c, d – төртбұрыштың қабырғалары, ал р – оның жарты периметрі. 







                                                                                4-сурет

Шешуі. 4-ші суретте көрсетілгендей А нүктесі С-ға көшетіндей етіп, ABD үшбұрышын СB(D( үшбұрышына параллель көшірелік. ВВ(D(D параллелограмының диагональдары BD(=p DB(=q болсын. Осыдан SABCD=1/2SBB(D(D болатынын тексеру қиын емес. Онда SBB(D(D = S-ті тапсақ, жеткілікті. О нүктесі - ВВ(D(D параллелограмының диагональдарының қиылысу нүктесі болсын. OD кесіндісі BCD( және CDB( үшбұрыштарының медианасы болады. Қабырғалары бойынша медиананы анықтау формуласын қолдансақ, 4CO2=2(b2+d2) – p2=2(a2+c2)-q2 теңдігін аламыз. Осыдан 

                   p2-q2=2(b2+d2- a2-c2).                  (4)
Екінші жағынан, косинустар теоремасы бойынша

p2=m2+n2-2mncosβ(; q2= m2+n2-2mncosβ= m2+n2+2mncosβ( теңдіктерін аламыз. Осыдан 

                                  p2-q2=-4mncosβ(=4 mncosβ=4mn(1-sin2β;

                                  S= SBB(D(D= mnsinβ(sinβ=S/mn;
                                  p2-q2=4mn(1-S2/m2n2=4(m2n2-S2.                (5)

Сонда (4), (5) теңдіктерден

      S=1/2 (4m2n2-(b2+d2- a2-c2)=1/2 ((2mn+a2+c2-b2-d2)(2mn-a2-c2+b2+d2).

Птолемейдің теоремасы бойынша m ( n = ac+bd теңдігін ескере отырып, мынаны аламыз:

              S=1/2(2ac+2bd+a2+c2-b2-d2 ( (2ac+2bd-a2-c2+b2+d2=

                =1/2(((a+c)2-(b-d)2(((b+d)2 – (a-c)2(=

                =1/2((a+b+c-d)(a+c+d-b)(a+b+d-c)(b+c+d-a)=

                =2((p-a)(p-b)(p-c)(p-d).

Мұнда 2p=a+b+c+d. Осыдан SABCD=1/2S болатынын ескере отырып, (3) формуланы аламыз.
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