КВАДРАТ ТЕҢДЕУЛЕРДІ ШЕШУ ЖОЛДАРЫНЫҢ ӘР ТҮРЛІ ӘДІСТЕРІ 
Жұмабекова А. Қ
8А, №43 орта мектеп, Егіндібұлақ селосы

жет. Сабитова А.Р.
Бұл жоба алгебра курсында қарастырылатын квадрат теңдеулерге және оларды шешу жолдарының әр түрлі әдістеріне негізделініп отыр. 

«Квадрат теңдеулер» мектептегі  алгебра курсының маңызды тақырыптарының бірі. Көптеген табиғи үдірістер мен құбылыстар, с.с. мазмұнды есептердің  шығарылуы квадрат теңдеулерді шешуге келіп тіреледі. Теңсіздіктерді шешу, функцияларды зерттеу (функцияның нөлдерін, экстремум нүктелерін, өсу және кему  аралықтарын табу), ең үлкен және ең кіші мәндерді табу есептерін шығару және т.б. жағдайларда квадрат теңдеулерді шеше білу қажеттігі  туындайды. Сондай-ақ тригонометриялық, көрсеткіштік және логарифмдік  теңдеулерді, физикада және техникада,  геометрия курсының есептерін алмастыру тәсілімен шешкенде квадрат теңдеулерге келтіріледі. 
Іс жүзінде кездесетін көптеген есептерді шешу, мысалы 
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 сияқты теңделердің түбірлерін анықтауға келіп тіреледі. Бұл теңдеулердің әрқайсысының сол жақ бөліктері х-ке тәуелді 2-ші дәрежелі көпмүшелер, ал оң жақ бөліктері 0-ге тең. Мұндай теңдеулерді квадрат теңдеулер деп атайды. 

Анықтама. 
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 түріндегі теңдеуді квадрат теңдеу  деп атайды. Мұнда:  a,b,c – берілген сандар, ал x – айнымалы. 

Мұнда а – квадрат теңдеудің бірінші коэффициенті, b – екінші коэффиценті, ал с – бос мүше деп аталады. 
Зерттеу барысында  «квадрат теңдеулерді» шешу жолдарының тоғыз түрлі әдісімен танысуға мүмкіндік  бар екендігін анықтадық. Атап айтқанда, олар төмендегідей болып табылады:

1-әдіс. Теңдеудің сол жақ бөлігін көбейткіштерге жіктеу

Мысал:       х2+4х+3 =0      теңдеуін шешейік.

 Теңдеудің сол жақ бөлігін  көбейткіштерге жіктейміз:

                     х2+х+3х+3 =х(х+1)+3 (х+1) =(х+1)(х+3)

Демек, теңдеуді былай жазуға болады:  (х+1)(х+3) =0

Көбейтінді нөлге тең болғандықтан, ең болмағанда көбейткіштердің біреуі нөлге тең болуы керек. Сондықтан  теңдеулердің сол жақ бөлігіндегі х
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[image: image6.wmf]3

2

-

=

x

 сандары х2+4х+3=0 теңдеуінің  түбірлері болып табылады.

       
2-әдіс. Толық квадратқа келтіру әдісі

     
 Мысал: х2+8х-9=0   теңдеуін шешейік.

Сол  жақ бөлігін толық квадратқа келтіреміз. Ол үшін х2+8х өрнегін төмендегідей жазып аламыз:   х2 + 8х=х2+2х4

Алынған өрнектің бірінші қосындысы х-тың квадраты, ал екінші қосындысы х пен 4-тің  екі  еселенгені. Толық квадрат алу үшін 42-ын қосу керек. Сонда     х2+2х4+42=(х+4)2
Енді теңдеудің сол жағын  түрлендіреміз. Берілген теңдеуге 42-ын қосып, алып тастаймыз. Сонда шығатыны:  х2+8х-9=х2+2х4+42-9-4
[image: image7.wmf]2

=(х+4)2-25

Сонымен, берілген теңдеуді былайша жазуға болады:     (х+4)2-25=0 ,  яғни (х+4)2=25. 

Бұдан              х+4=5, х
[image: image8.wmf]1

=1          немесе               х+4=-5, х
[image: image9.wmf]2

= -9.

 Жауабы: 1;-9

          
3-әдіс. Квадраттық теңдеулерді формула арқылы шешу

Енді жалпы түрдегі шешімдерін табуға арналған формуланы қорытып шығаралық. 
І Ол үшін 
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 квадрат үшміүшесінің толық квадратын бөліп алайық. 
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Онда                                                 
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                   (1)
квадрат теңдеуін мына түрде жазуға болады:
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(1) және (2) теңдеулер мәндес. 
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 болғандықтан, (2) теңдеудің шешімі бар не жоқ болуы 
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 санының таңбасына байланысты. Бұл санды квадрат теңдеудің дискриминанты деп атайды. Сонымен, (1) теңдеуді мына түрде жазамыз:
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а) 
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 болсын. Онда (3) теңдеуден 
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формуласын аламыз.  Ендеше, бұл жағдайда квадрат теңдеудің екі шешімі бар. 
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(4) не (5) квадрат теңдеулердің түбірлерінің формулалары.
ә) 
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 болсын, онда 
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 теңдеуінен 
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 теңдігін аламыз. Бұл жағдайда теңдеудің өзара тең екі шешімі бар деп есептейміз: 
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б) 
[image: image26.wmf]0

p

D

 болғанда, 
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 теңсіздіктерінен (3) теңдеудің х айнымалысының ешбір нақты мәндерінде орындалмайтындығын көреміз. Олай болса, бұл жағдайда квадрат теңдеудің нақты сандар жиынында түбірлері жоқ. 

 
ІІ  ах2+вх+с=0,  а≠0 теңдеудің екі жағын да 4а-ға көбейтеміз де, төмендегі өрнекті аламыз:

4а2х2+4ахb+4ас=0
((2ах)2+4ахb+b2)-b2+4ас=0  ,  (2ах+b)2=b2-4ас

2ах+b=
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[image: image29.wmf]ас

в

4

2

-

 ,        2ах = -b
[image: image30.wmf]±


[image: image31.wmf]ас

в

4

2

-


              х
[image: image32.wmf]2

,

1

=
[image: image33.wmf]а

ас

в

в

2

4

2

-

±

-

                                   (6)

Оған келесідегідей мысалдар келтіруге болады:   

1)5х2+4х-1=0 теңдеуін шешейік.

                           а=5, b=4, с=-1.     D=b2-4ас=42-4·(-1)·5=16+20=36.  
D>0 болғандықтан, екі әр түрлі түбір болады: х1=-1,  х2=
[image: image34.wmf]5
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Сонымен, дискриминант оң болғанда, яғни b2-4ас>0, ах2+bх+с=0 теңдеуінің екі түрлі түбірі болады.

2)9х2+6х+1=0  теңдеуін шешейік. 

                          а=9, b=6, с=1. D=b2-4ас=62-4·9·1=0.  

D=0 болғандықтан, бір ғана түбір бар болады:    х=
[image: image35.wmf]а
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Сонымен, егер дискриминант нөлге тең болса, яғни b2-4ас=0, ах2+bх+с=0  теңдеуінің жалғыз түбірі бар болады: х=
[image: image37.wmf]а
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3)4х2+х+1=0  теңдеуін шешейік.

           а=4, b=1, с=1.  D=в2-4ас=1-4·4·1= -15.  

D<0 болғандықтан, теңдеудің нақты сандар өрісінде түбірі болмайды.

Сонымен, егер дискриминант теріс болса, яғни b2-4ас<0,  онда ах2+bх+с=0  теңдеуінің түбірі  болмайды.

4-әдіс. Виет теоремасын пайдаланып теңдеулерді шешу 


Егер  
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теңдеуінде a=1 болса, онда бұл теңдеуді келтірілген квадрат теңдеу деп атайды және оны былай жазады:
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Теорема1. Келтірілген квадрат теңдеудің түбірлерінің қосындысы қарама-қарсы таңбамен алынған оның екінші коэффициентіне тең, ал түбірлерінің көбейтіндісі бос мүшесіне тең:
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Дәлелдеуі. 
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теңдеуінің шешулері 
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теңдіктерімен анықталады. Онда
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Теорема дәлелденді. 
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жалпы квадрат теңдеуі 
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келтірілген квадрат теңдеуімен мәндес болғандықтан, Виет теоремасы бойынша: 
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теңдеуінің шешімдері. 
а=1болғанда   
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 бұдан келесі тұжырымды шығаруға болады:
а) Егер q   (1) теңдеудің  бос мүшесі  оң болса (q 
[image: image52.wmf]³

0), онда теңдеудің  екі бірдей  таңбалы түбірі болады. Егер р >0 болса, онда екі түбірі де теріс болады,  егер р <0 болса, онда бүбірлері оң болады.
Мысал,  1)х2-9х+20=0, х1=4, х2=5, мұнда q=20 >0,  р=-9 <0;

                        2)х2+5х+6 =0,  х1 =-2,  х2 =-3, мұнда q =6 >0,  р =5 >0.
б)  Егер q   (1) теңдеудің  бос мүшесі  теріс болса (q <0), онда теңдеудің  екі түрлі, таңбалы екі түбірі болады, түбірдің модулі бойынша үлкені оң болады, егер р <0 болса, теріс болады, егер р >0.
 Мысал, 1) х2+3х-4 =0;  х1 =-4,  х2 =1 мұнда q =-4 <0, р=-3 >0

              2) х2-7х-8 =0;  х1 =8, х2 =-1 мұнда  q =-8 <0, р =-7 <0 

  5-әдіс. Теңдеуді «асыра лақтыру» әдісімен шешу 




ах2+вх+с =0 , а ≠0  квадрат теңдеуін қарастырамыз. Теңдеудің  екі жағын да а-ға көбейтіп, мынаны аламыз: а2х2+авх+ас=0. ах =у деп белгілесек, х = 
[image: image53.wmf]а

у

. Олай болса  у2+ву+ас =0 теңдеуіне келеміз. Бұл  бастапқы теңдеумен тең. Теңдеудің  түбірлерін у1, у2 –ні Виет теоремасы  арқылы табамыз. Соңында х1 =
[image: image54.wmf]а
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 -ны аламыз. Бұл жағдайда               

 
а  коэффициентін бос мүшеге көбейтеді. Сондықтан  да бұл әдісті «асыра лақтыру» әдісі деп атайды [1,13бет]. Бұл әдісті көбінесе Виет теоремасын пайдаланып түбірді оңай табуда және дискриминант дәл квадрат болғанда  қолданады.

Мысал:     2х2-9х+9=0  теңдеуін шешейік.

Шешуі:  2 коэффициенті теңдеудің  бос мүшесіне асыра лақтырамыз, нәтижесінде 

у2-9у+18=0 теңдеуін аламыз.  Виет теоремасы бойынша
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                      Жауабы: 3; 1, 5.

            6-әдіс. Квадрат теңдеулердің коэффициенттерінің қасиеттерін қолдану
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ІІ. Егер 
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Дәлелдеуі. І. 
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Дәлелдеу керегі де осы. Теореманың ІІ тұжырымы да осылай дәлелденеді. 


Мысалдар: 1) 
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 7-әдіс. Квадрат теңдеуді циркуль және сызғыш көмегімен шешу    

  ах2+вх+с=0 квадраттық теңдеуін циркуль және сызғыш көмегімен шешу әдісін ұсынамыз (1-сурет). Ізделінді шеңбер абцисса өсінде В(х
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Шеңбер  центрі АС және ВД  хорда ортасында орналасқан перпендикуляр SF пен SК-ның қиылысу нүктелері болып табылады, сондықтан
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Сонымен,

1) S
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 (шеңбер центрі)  және   А (0;1)  нүктелерін тұрғызамыз;

2) SА  радиусты шеңбер  жүргіземіз;

3) Осы шеңбердің Ох осі арқылы өтетін қиылысу нүктелері бастапқы квадрат теңдеудің  түбірі болады.


Сонымен үш түрлі жағдай болуы мүмкін:  

1-ші жағдай.Шеңбер  радиусы ордината  центрінен артық (АS > SК, немесе, 
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 EMBED Equation.3  [image: image86.wmf]a
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  шеңбер Ох осін екі  нүктеде (2а-сурет)  В (х
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; 0) және Д (х2;0) нүктелерде қияды. Мұндағы  х1 және х2-ах2+вх+с =0 квадрат теңдеуінің түбірлері).

2-ші жағдай.Шеңбер радиусы ордината центрінде (АS= SК; немесе 
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 тең, шеңбер Ох осін В (х1; 0) нүктесінде (2ә-сурет) жанап өтеді, мұндағы х1 – квадрат теңдеудің түбірі).

3-ші жағдай.Шеңбер радиусы ордината центрінен  кіші (А S < SК, немесе 
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) кем, щеңбердің абцисса  осімен қиылысатын нүктесі жоқ (2б – сурет), бұл жағдайда теңдеудің шешімі болмайды.
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а)  АS>SВ, 
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  екі шешімі бар: х1 және х2              

б) АS=SВ, 
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  бір шешімі бар: х1
в) АS<SВ, 
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8-әдіс. z2+pz+q=0  квадрат теңдеуін номограмма көмегімен шешу

  
Бұл номограмманың қисық сызықты шкаласы мына формулалар бойынша салынған: ОВ=
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 .  ОС=р,  ЕД=q, ОЕ=а деп алып (бұлардың бәрі сантиметр есебімен) CAH және  CDG үшбұрыштарының ұқсастығынан мынандай пропорция жазамыз: 
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енді тиісті мәндерді орын-орындарына қойып, ықшамдағанда z2+pz+q=0 теңдеуі шығады, мұндағы z әрпі қисық сызықты шкаланың кез келген бөлігін (белгісін) білдіреді. 


Номограмма бойынша z2+pz+q=0 теңдеуінің оң түбірлерінің мәндері табылады. Егер теңдеудің түбірлерінің таңбалары әртүрлі болса, онда намограмма бойынша оң түбірі табылады да теріс түбірін табу үшін – p ден оң түбір мәнін шегеру керек. Теңдеудің екі түбірі де теріс болған жағдайда 
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 деп алып, t2+pt+q=0 теңдеуінің оң 
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 түбірлерін тауып, сонан кейін 
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 мәндерін табамыз. Егер p мен q мәндері шкала шегінен шығып кететін болса, онда 
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 теңдеуін шешеміз, сонда k – ны мынандай теңсіздіктер орындалатындай етіп аламыз:
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 9-әдіс. Квадрат теңдеулерді геометриялық әдіспен шешу

 Көне заманда алгебраға қарағанда геометрия көбірек жетілген кезде, квадрат теңдеулерді  алгебралық жолмен емес геометриялық жолмен шеше білген. Ежелгі математиктердің көбі квадрат теңдеулерді геметриялық тәсілмен шығарған. Мысалы, х2+10х=39 теңдеуін шешу үшін АВ=х, ВС=5 (өйткені 10:2=5), ал АС=АВ+ВС деп алып, АС кесіндісіне шаршы салынған. Ол шаршы төрт бөлікке бөлінген (4 – сурет). І, ІІ және ІІІ бөліктердің аудандарының қосындысы х2+10х немесе 39-ға тең. 
Егер осы ауданға IV бөлікутің ауданын қосса, онда 39+25=64, яғни квадраттың ауданы шығады. Осы аудан 
[image: image102.wmf](

)

2

5

+

x

 өрнегіне тең, себебі АС=х+5. Сондықтан, 
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 немесе х+5=8, осыдан х=3. 
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Жобада  қарастырылған 9 әдіс те оқушылардың  «Квадрат теңдеулер» тақырыбын терең меңгеруіне жол ашады.   Сонымен қоса, квадрат теңдеулерді шешудің барлық тоғыз әдісі де қолданыс тапқанда оқушылардың пәнге деген қызығушылығы мен логикалық ойлау қабілеті артады.
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