ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЁ ПРИЛОЖЕНИЕ.
Меснянкина Л.Р.
10 А, средняя школа №59 г.Караганды

рук.Тюрина Л.А.

              Путь и скорость связаны между собой. В конце XVIIв. Великий английский ученый Исаак Ньютон открыл общий способ описания этой связки. Открытие Ньютона стало поворотным пунктом в истории естествознания. Оказалось, что связь между количественным характеристиками различных процессов, исследуемых физикой, химией, биологией, техническими науками, аналогична связи между путем и скоростью. Основными математическими понятиями, выражающими эту связь, являются производная и интеграл.
              Понятие производной возникло как математическое описание скорости движения. Поэтому важнейшим приложением производной является движение. Скорость произвольно движущейся точки является векторной величиной, так как она определяется с помощью вектора – перемещения точки за промежуток времени. Рассмотрим сначала простейший случай  - случай – движение точки по прямой. При прямолинейном движении точки, ее положение, перемещение, скорость, ускорение и другие характеристики, которые, вообще говоря, имеют векторный смысл, можно задать одним числом, т.е. считать скалярными величинами.

              Скорость это производная от координаты или от пути. Ускорение производного движения определяется как скорость изменения скорости т.е. как производная скорости по времени: a=v´.

              Так как скорость есть производная координаты, а ускорение есть производная скорости, то ускорение называют второй производной координаты и обозначают так: a=x´´.
Через координаты точки x=x(t) и ее производные можно выразить другие механические величины:
Сила F=ma=mx´´ (m - масса)
Импульс P=mv=mx´,
Кинетическая энергия E= 
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              Пусть точка А движется по криволинейной траектории. Обозначим координаты точки А в момент времени t через x(t) и y(t). Эти координаты зависят от времени t и являются теми самыми функциями от t. Рассмотрим мгновенную скорость движущейся точки А в момент времени t. Вектор мгновенной скорости 
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  направлен по касательной к траектории в точке А. Координаты вектора 
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  тоже зависят от времени t и меняются, вообще говоря, при переходе от одной точки траектории к другой. Координаты векора мгновенной скорости в момент времени t равны x´(t) и  y´(t).
П р и м е р: Рассмотрим движение снаряда, выпущенного под углом α к горизонтам с начальной скоростью 
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     Снаряд, если пренебречь сопротивлением воздуха, будет двигаться по параболе. Вектор скорости 
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    направлен по касательной к параболе. Можно вычислить координаты скорости, зная координаты снаряда:

x(t) =  (
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              Мы знаем, что вектор скорости    имеет координаты (x'(t); y'(t)).

Вычисляем производные:
x́=
[image: image9.wmf]0

n

cos α; ý= 
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              Эти же равенства можно получить из известной векторной формулы:


[image: image11.wmf]v

®

=
[image: image12.wmf]0

v

®

  +
[image: image13.wmf]g

®

t
              При движении точки по окружности радиуса R с постоянной угловой скоростью ώ величина скорости v= ώR остается постоянной, однако направление ее меняется. Зная, что вектор  
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 направлен по касательной,  мы сможем выразить координаты 
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, а тем самым подсчитать производную синуса и косинуса.
              Основой разработанных физических приложений производной является понятие дифференциала. Дифференциалом функции называют произведение ее производной на приращение аргумента.

              Пусть нам дана задана функция y= ƒ(x). Ее дифференциал обозначают через dy (или можно df). По определению:
dy=ƒ(x)Δx.
              Рассмотрим функцию y=x. Так как производная этой функции постоянна и равна единице, то дифференциал этой функции равен Δx, т.е. для независимой переменной верно равенство dx= Δx. Поэтому дифференциал функции записывают обычно в виде

dy= ƒ(x)dx
из этой записи происходит одно из обозначений производной:
ƒ'(x)=
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которое можно понимать как отношение дифференциалов.
              Свойства дифференциалов:

1) Дифференциал функции – это главная часть ее приращения.
2) Дифференциал функции – это линейная функция приращения аргумента.

Для вычисления дифференциала в физике достаточно знать, что дифференциал – это главная часть приращения функции, линейно зависящая от приращения аргумента.

1) Работа. Рассмотри работу, которую совершает заданная сила F при перемещении по отрезку оси x. Если сила меняется то ее можно рассматривать как функцию от x, однако при маленьких dx можно считать что сила меняется незначительно и произведение представляет собой главную часть ΔA, т.е. является дифференциалом работы: dA=F(x)dx. Силу можно считать производной работы по  перемещению.

2) Заряд. Пусть q – заряд, переносимый электрическим током проводника за время t. Если сила тока I постоянна, то за время dt ток перенесет заряд, равный Idt. При силе тока, изменяющейся со временем по некоторому закону I=I(t), произведение I(t)dt дает главную часть приращения заряда на маленьком отрезке времени [t; t+Δt], т.е. является дифференциалом заряда: dq = I(t)dt. Тем самым сила тока является производной заряда по времени.

3) Масса тонкого стержня. Неоднородность стержня означает, что его линейная плотность не является постоянной, а зависит от положения точки I по некоторому закону ρ(l) dl т.е. линейная плотность это производная массы по длине.
4) Теплота. Если рассмотреть процесс нагревания какого-либо вещества, то выяснится, что теплоемкость – это производная теплоты по температуре.
5) Работа как функция времени. Нам известна характеристика работы, определяющая ее скорость по времени, - это мощность. При работе с постоянной мощностью N работа за время dt равна Ndt. Это выражение представляет собой дифференциал работы, т.е. dA=N(t)dt и мощность выступает как производная работы по времени.

Задача 1. Тело массой 5 кг движется прямолинейно по закону s=t² - 3t + 2,  
Где t измеряется в секундах, s -  в метрах. Найдите кинетическую энергию тела через 10 с после начала движения.

Решение: v=s/=2t-3 м/с
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Ответ: 722,5 Дж
Задача 2. Количество электричества, протекающее через проводник, начиная с момента t=0, задается формулой: q= 3t² + t + 2. Найдите силу тока в момент времени t=3.
Решение: I(t) = g/ = 6t +1

                 I(3) = 6·3 + 1= 19А

                                                                         Ответ: 19А

Большую часть своих усилий человек тратит на поиск наилучшего, или, как часто говорят, оптимального решения поставленной задачи. Как, располагая определенными ресурсами добиться наиболее высокого жизненного уровня, наивысшей производительности труда, наименьших потерь, максимальной прибыли, минимальной затраты времени – так ставятся вопросы, над которыми приходится думать каждому члену общества. Не все такие задачи поддаются точному математическому описанию, не для всех из них найдены короткие пути решения. Однако часть таких задач поддается исследованию с помощью методов математического анализа – это задачи, которые можно свести к нахождению наибольшего и наименьшего значения функций.

Задача 3. Над центром круглого стола радиуса r висит лампа. На какой высоте следует повесить эту лампу, чтобы на краях стола получить наибольшую освещенность?
Решение: 
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, h -  расстояние от лампы до стола. Вместо функции 
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, рассмотрим  функцию T= 
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. При этом вместо h можно взять переменную z=h²  и найти критические точки Т как функции от z:T=
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Итак, освещенность максимальна, если h=
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