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Введение

В данной работе я исследовал функции энергии и их свойства. Изучил область применения   функции Ляпунова  на примере нейроматематики. 

Рекуррентные сети формальных нейронов, обучаемые по правилу Хебба, воспроизводят основные когнитивные способности мозга – запоминание и ассоциативное вспоминание внешних образов, их обобщение и произвольное комбинирование. При некоторых ограничениях на межнейронные связи существует связанная с нейронной сетью функция энергии (функция Ляпунова), и в этом случае динамика сети состоит в изменении ее состояния в направлении уменьшения функции энергии, т.е. в движении к ближайшему локальному минимуму этой функции. Локальные минимумы функции энергии (аттракторы сети) соответствуют запомненным или спонтанно сформировавшимся в ней образам .                                      
 Сетевой подход применим к описанию функционирования не только нервной, но и других регуляторных систем – эндокринной, иммунной, генной, а также общей нейро-геногуморальной регуляторной системы организма. Это позволяет находить новые подходы к управлению организмом – например, с целью вывода его из патологических состояний . 

Кроме этого функции Ляпунова применимы для оптимизации в искусственных  нейронных  сетях.

Искусственная нейронная сеть (НС) - это научный подход обработки информации, созданный по аналогии с процессами работы головного мозга человека. Искусственные нейронные сети - это набор математических моделей, которые заключают в себе некоторые из наблюдаемых особенностей биологических нервных систем и построены по принципу адаптивного биологического обучения  

         Объект исследования: Область преминения функции энергии (Ляпунова) .        Предмет исследования: Функции Ляпунова как математический аппарат оптимизации в нейроматематике. Функции энергии как математический аппарат моделирования.
Цель исследования:
 Изучение области использования функции энергии в нейроматематике. И использование функции Ляпунова,  как аппарат  математического  моделирования для описания функционирования физиологических процессов. 
Проблема данной работы: Как использовать свойства функции энергии для решения задач нейроматематике и описания функционирования физиологических процессов. 

            Гипотеза: Если свойства функции энергии способны обозначить локальные минимумы целевых функции, то функции энергии можно использовать как алгоритм оптимизации в нейроматематике, так и для математического моделирования некоторых физиологических процессов человека.
 В соответствии с поставленной целью и выдвинутой гипотезой был определен план исследования.
  План работы.

1. Функции энергии (Ляпунова)
2. Функции энергии (Ляпунова) как математический аппарат моделирования для описания когнитивных процессов мозга.
3. Функция энергии-как алгоритм оптимизации.
4. Итоги работы.
Функция энергии (Ляпунова).                                       
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Фунция энергии 

Функция энергии зависит от состояния системы и при каждом его изменении может только уменьшиться. Наглядным примером может служить любая неровная поверхность в поле силы тяжести с помещенным на нее шариком. Состояние системы – это координаты шарика, а его потенциальная энергия определяется высотой, на которой он находится. Очевидно, что шарик может двигаться только в направлении уменьшения своей высоты и, следовательно, энергии. 

 На рисунке эта ситуация проиллюстрирована примером, когда состояние задается одной координатой. Мы видим, что из любого положения шарик будет двигаться в направлении ближайшего локального минимума функции энергии и, достигнув его, в нем и останется. Локальные минимумы функции энергии называются аттракторами системы, а множество состояний, движение из которых приводит к данному аттрактору, называется его бассейном притяжения (аналогия – бассейны озер и морей).

Итак,  возможность построения специальной скалярной функции векторного аргумента, то есть скалярной функции на фазовом пространстве системы. Эта функция называется функцией Ляпунова. 

Теорема Ляпунова (эскиз формулировки)

Пусть найдется функция L( x) ≥ 0 такая, что ее производная вдоль

траектории системы     x = f ( x, t ) отрицательна, т.е. выражение отрицательно. Тогда система устойчива.

К сожалению, не существует общего метода построения функции Ляпунова для произвольной нелинейной системы. Однако, к настоящему времени функции Ляпунова построены практически для всех наиболее важных классов нелинейных систем, встречающихся на практике. Более того, если построена функция Ляпунова, то через нее удается выразить такие показатели качества переходного процесса как перерегулирование время переходного процесса и т.д.

Свойство функции энергии (Ляпунова).

Функция Ляпунова  обладают тем свойством, что вдоль любого решения  уравнения  они не возрастают.  Это свойство означает, что решения  "протыкают" поверхности уровня "в одном направлении" — со стороны больших значений в сторону меньших. Геометрически, этот факт легче представить в случае автономной (т. е. не зависящей от t) функции Ляпунова, рассматривая траектории в фазовом пространстве, а не интегральные кривые в расширенном фазовом пространстве. На рис. 1 изображены линии уровня некоторой автономной функции Ляпунова (внутренние линии отвечают меньшим значениям). Траектория, попав на какую-либо линию уровня, уже не может покинуть область, ограничиваемую этой линией. 
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Рис. 1.

Подчеркнем, что для построения функций Ляпунова (т. е. нахождения функций, удовлетворяющих (3) не требуется знать решения уравнения. 
Функция энергии – как аппарат математического моделирования.
Давайте, используем свойства функции Ляпунова в исследовании когнитивных процессов. Для моделирования процесса старения мозга мы используем подход, предложенный Джоном Хопфилдом в его пионерской публикациях 1982 и 1984 года. 
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В нашем случае состояние системы – это паттерн активностей всех ее нейронов, а функция энергии может быть получена в явном виде. Она представляет собой сумму двух членов, первый из которых зависит от возраста T, а второй – нет. Когда возраст T очень мал, большую величину имеет множитель G/T в уравнении сигмовидной функции активации (для напоминания ее формула и график приведены на слайде внизу), т.к. T стоит в знаменателе. Функция активации имеет большую крутизну (близка к пороговой), вклад второго члена в функцию энергии пренебрежимо мал и ее форма определяется первым членом. Например, для сети их двух нейронов функция энергии в этом случае имеет два аттрактора, соответствующих активностям нейронов близким к наивысшим (см. левый рисунок). Когда T очень велико, то, наоборот, вклад первого члена в функцию энергии пренебрежимо мал и она определяется вторым членом. В этом случае она имеет только один минимум, соответствующий нулевой активности нейрона (см. средний рисунок). В промежуточных случаях каждый из членов вносит свой вклад в функцию энергии. На правом рисунке изображены функции энерги для разных значений T. Мы видим, что с увеличением возраста два первоначальных аттрактора становятся все менее выраженными и, в конце концов, полностью исчезают, т.е. с возрастом рельеф функции энергии сглаживается.
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На представленном рисунке когнитивный эффект возрастного сглаживания функции энергии нейронной сети изображен еще более наглядно. Тонкой линией показана исходная не сглаженная функция энергии (младшая возрастная группа), а толстой - сглаженная функция (старшая возрастная группа). Мы видим, что глобальный аттрактор, соответствующий стратегически более правильному решению проблемы, находится довольно далеко от исходного состояния сети и не может быть достигнут в случае не сглаженной функции энергии, т.к. сеть остановится в состоянии, соответствующем ближайшему аттрактору. И, наоборот, в случае сглаженной функции энергии глобальный аттрактор может быть легко достигнут.

Конечно, при сглаживании теряются мелкие детали, которые в определенных ситуациях могут быть очень важны, и это следует учитывать. Но также следует признать, что во многих случаях «зацикливание» на деталях не способствует нахождению наилучшего решения.
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Метафорически выражаясь, можно сказать, что когнитивный эффект сглаживания рельефа функции энергии способствует возможности «увидеть за деревьями лес», т.е. помогают стратегическому видению ситуации.
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Функция энергии-как алгоритм оптимизации.
Ассоциативность памяти нейронной сети Хопфилда не является единственным ее достоинством, которое используется на практике. Другим важным свойством этой архитектуры является уменьшение ее функции Ляпунова в процессе нейродинамики. Следовательно, нейросеть Хопфилда можно рассматривать, как алгоритм оптимизации целевой функции в форме энергии сети.
Предыстория

Разработка систем оптического распознавания - весьма трудоемкая задача, требующая немалых усилий от разработчиков. Такие системы обычно представляют собой сложную программу, реализующую массу логических операций и действий. Использование искусственных нейронных сетей в системах OCR может привести к разительному упрощению кода программы, улучшению качества распознавания, а так же к повышению производительности системы. Другим примечательным преимуществом использования искусственной нейронной сети для оптического распознавания является расширяемость системы - возможность научить систему распознавать большее число символов, чем это было задано изначально. Большинство традиционных систем распознавания не приспособлены к расширению вообще либо имею ограниченный набор параметров настройки. Встает законный вопрос: "Почему?". Да потому, что такая задача как распознавание десятков тысяч китайских иероглифов существенно отличается от обработки текста состоящего из 68 английских печатных символов. Несомненно, что данная задача может с легкостью поставить любую традиционную систему оптического распознавания на колени.

Что ж, искусственная нейронная сеть (Artificial Neural Network - ANN) является замечательным инструментом, который может помочь в решении такого рода задач. Искусственная нейронная сеть (НС) - это научный подход обработки информации, созданный по аналогии с процессами работы головного мозга человека. Искусственные нейронные сети - это набор математических моделей, которые заключают в себе некоторые из наблюдаемых особенностей биологических нервных систем и построены по принципу адаптивного биологического обучения. Ключевым элементом НС является топология. НС состоит из большого числа обрабатывающих элементов (ячеек - nodes), соединенных между собой огромным количеством связей (links), обладающих весовой характеристикой. Обучение в биологических системах состоит из корректирования синоптических связей, существующих между нейронами. 
По такому же принципу работают и искусственные НС. Их обучение обычно проходит двумя способами:

· тренировки на примерах,

· прокрутка входных/выходных данных (pattern).

Во время прокрутки, обучающий алгоритм подгоняет и настраивает вес связей между ячейками НС. В свою очередь вес связей хранит в себе информацию для решения конкретных задач.

Класс целевых функций, которые могут быть минимизированы нейронной сетью достаточно широк: в него попадают все билинейные и квадратичные формы с симметричными матрицами. С другой стороны, весьма широкий круг математических задач может быть сформулирован на языке задач оптимизации. Сюда относятся такие традиционные задачи, как дифференциальные уравнения в вариационной постановке; задачи линейной алгебры и системы нелинейных алгебраических уравнений, где решение ищется в форме минимизации невязки, и другие. 

Исследования возможности использования нейронных сетей для решения таких задач сегодня сформировали новую научную дисциплину - нейроматематику. 
Применение нейронных сетей для решения традиционных математических задач выглядит весьма привлекательным, так нейропроцессоры являются системами с предельно высоким уровнем параллельности при обработке информации.
В наше время множество разработчиков трудится над созданием систем оптического распознавания (Optical Character Recognition, OCR System) либо над улучшением работы уже существующих систем. 

Деформируемые модели

Деформируемые модели - это класс эффективных инструментов для решения различных задач обработки изображений и машинного зрения, таких как выделение краев, моделирование форм (как двумерных, так и трехмерных), сегментация, определение границ объекта. 
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Рисунок 1. Примеры приложений, использующих деформируемые модели.

Деформируемая модель (deformable template model) представляет собой шаблон некоторой формы (для двумерного случая - открытая либо замкнутая кривая, для трехмерного - поверхность). Наложенный на изображение, шаблон деформируется под воздействием различных сил, внутренних (определенных для каждого конкретного шаблона) и внешних (определенных изображением, на которое наложен шаблон) -- модель меняет свою форму, подстраиваясь под входные данные. В результате из шаблона, инициированного в приблизительном местонахождении искомого объекта, получаем явное описание границы объекта. (см.рис.2) Задачи поиска границы объекта при наличии информации о его приблизительном положении широко распространены в области создания естественных интерфейсов человек-компьютер (отслеживание положения руки, чтение по губам, распознавание черт лица), в задачах трэкинга (отслеживания) объектов. (см. рис. 1)
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Рисунок 2. Работа контурной модели: 
a)       начальное положение - инициация 
b)       после 10 итераций
c)       конечное положение - результат

По типу задания шаблона деформируемые модели делятся на параметрически заданные модели (parametric deformation models) и модели свободной формы (free form deformation models). [1] (см.рис.3)

Рисунок 3. Типы деформируемых моделей.

Под моделями свободной формы подразумеваются модели, шаблон которых не имеет четко определенной структуры - в процессе деформации модель может принимать совершенно разные формы. Единственным ограничением является требование непрерывности и гладкости контура искомого объекта. Из-за отсутствия общей структуры модели свободной формы можно использовать для распознавания широкого спектра объектов. 

Для параметрических деформируемых моделей шаблон задается с помощью набора параметров, описывающих форму объекта. Параметрические модели используются в тех случаях, когда заранее известна четкая геометрическая структура искомого объекта.

Изменения деформируемой модели можно описать аналитической функцией, аргументом которой служит текущая геометрическая форма модели, входное изображение играет роль параметра, а значением функции является мера несоответствия модели на текущей стадии деформации искомому объекту на входном изображении. Чем меньше значение функции - тем ближе модель к тому, что требуется найти. В этом случае задача поиска искомого контура может быть переформулирована в задачу оптимизации этой функции, то есть поиска такого набора аргументов, при котором функция при текущих значениях параметра достигает своего оптимального значения. Такая функция в литературе носит название функция энергии (energy). Силы, действующие на деформируемую модель, выражены в функции энергии как комбинация ограничений на форму модели (внутренние силы) и свойств искомого контура (внешние силы). [2]

1. Внутренняя энергия (internal energy) является мерой соответствия геометрической формы деформированного шаблона некоторой идеальной форме искомого объекта. Внутренняя энергия является свойством модели, и не зависит от входных данных 

1. В моделях свободной формы внутренняя энергия соответствуют общим ограничениям на форму шаблона - гладкость и компактность контура.

2. В аналитически заданных деформируемых моделях внутренняя энергия описывает геометрическую форму и взаимное расположение составных частей шаблона.

3. В деформируемых моделях, основанных на прототипах, внутренняя энергия оказывает влияние на выбор геометрической формы модели. Например, она может определять штраф за отклонение от ожидаемой формы.

2. Внешняя энергия (external energy) -- мера <похожести> деформированного шаблона на искомый объект. С помощью внешней энергии деформируемая модель взаимодействует с данными, притягивается к искомым контурам на изображении. Внешняя энергия - это мера точности соответствия деформируемой модели входному изображению.

На примере (рис. 4) приведена модель свободной формы. Внутренняя энергия для нее - условие гладкости контура. Внешняя энергия - условие резкого перепада яркости на границе объекта. При разных деформациях модели получаем разные значения для внутренней и внешней энергий. 
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Рисунок 4. Внутренняя и внешняя энергии.

Деформируемые модели свободной формы

Деформируемые модели свободной формы характеризуются отсутствием строго заданной формы шаблона - вводятся лишь общие ограничения, такие как непрерывность и гладкость контура. Наиболее известным типом деформируемой модели свободной формы является активная контурная модель (active contour model), также в литературе называемый змеей (snake).

Активные контурные модели

Активная контурная модель, или змея - это деформируемая модель, шаблон которой задан в форме параметрической кривой, инициализированный вручную набором контрольных точек, лежащих на открытой или замкнутой кривой на входном изображении. Обозначим массив контольных точек
C = { c(s) } = { (x(s), y(s)), s= 1,...,n }.

Функция энергии активной контурной модели выглядит следующим образом: [3]
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где E1 - внутренняя энергия, а E2 - внешняя.

Условие непрерывности и гладкости контура можно записать:
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Параметр w2 регулирует жесткость контура. При w2(s) = 0 контур образует угол в точке (x(s), y(s)) (нарушается условие гладкости). Параметр w1 регулирует эластичность контура. При w1(s) = w2(s) = 0 в точке (x(s), y(s)) происходит разрыв контура (нарушается условие непрерывности). В простейшем случае параметры могут быть одинаковыми для всех точек контура. [7, 8]

Внешняя энергия выглядит следующим образом:
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где P(c(s)) - потенциальное поле силы, ассоциированной с входным изображением. Каждая точка входного изображения обладает силой, притягивающей или отталкивающей деформируемую модель. Например, в случае когда с помощью активной контурной модели производится поиск краев (резких перепадов яркости) изображения, потенциальное поле силы имеет такую форму:
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Здесь I - яркость изображения.

Для решения задачи минимизации функции энергии применяется метод ветвей и границ. Алгоритм циклический. Для всех контрольных точек c(s), s=1,...,n вычисляем E1, E2 и E во всех точках некоторой окрестности текущей контрольной точки c(i), 1 ≤ i ≤ n, после чего выбираем ту точку этой окрестности, которая минимизирует функцию энергии E - эта точка становится контрольной точкой c(s) на следующем шаге (см. рис.5). Для полученного набора контрольных точек проводим ту же операцию. Алгоритм заканчивает свою работу когда на очередном проходе ни одна контрольная точка не поменяла своего положения.
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Рисунок 5. Активные контурные модели: метод ветвей и границ.

Активные контурные модели являются эффективным, но "близоруким" средством - метод ветвей и границ чувствителен к присутствию локального оптимума, может принять локальный минимум за финальный результат. Поэтому активные контурные модели чувствительны к шуму на входных изображениях (шум добавляет локальные перепады яркости на изображение) и к инициализации (при плохой инициализации между инициированным контуром и желаемым результатом может оказаться локальный минимум). Для достижения стабильности и точности необходимо проведение подготовительных мер с входным изображением - например размытие для устранения шума. Также можно достичь большей стабильности используя другие методы решения задачи оптимизации - например, динамическое программирование [2, 4]. 

Деформируемые модели, основанные на сплайнах.

Другим примером деформируемой модели свободной формы являются деформируемые модели, основанные на сплайнах.
Модель, основанная на сплайнах, обладает более четко определенной структурой чем змея. Шаблон основанной на сплайнах модели выражается линейной комбинацией набора базисных функций, и его форма определяется коэффициентами этих функций. В качестве базиса сплайна может быть использован как базис В-сплайна, так и тригонометрический базис, и вейвлеты. [4]

Несмотря на более четкую структуру, основанные на сплайнах модели относятся к моделям свободной формы. Причина этого в том что в отличие от параметрически заданных моделей, шаблон которых при деформации сохраняет класс формы , линейные комбинации базисных функций при различных коэффициентах сильно варьируются, из-за чего угадать их общую структуру практически невозможно. 
Деформируемые модели - широкий спектр эффективных методов решения задач распознавания образов. Наиболее общим образом деформируемую модель можно описать как объект, динамически меняющий форму под действием различных сил, называемых энергиями. Внутренняя энергия соответствует геометрической мере соответствия текущей формы модели некоторой идеальной форме объектов такого класса, а внешняя - мере точности распознавания. Обе меры соответствия комбинируются для получения общей меры. Набор параметров, оптимизирующий целевую функцию, описывает искомый деформированный шаблон. Значение целевой функции является мерой корректности распознавания.

Вывод

Таким образом,  функция Ляпунова применима для поиска такого набора аргументов, при котором функция при текущих значениях параметра достигает своего оптимального значения. Что позволяет нам использовать ее в распознавании деформируемых   моделях .

 Итоги работы.
Исследуя функции энергии (Ляпунова)  и ее свойства,   
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