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Введение

Долгое время наука криптография, то есть математика текстов, была засекречена, т.к. применялась, в основном, для защиты государственных и военных секретов. Термин "криптология" даже нельзя было произносить тем, кто профессионально работал в этой области, не говоря уже о каких бы то ни было открытых публикациях на эту тему. В открытых организациях, как учебных, так и научно-исследовательских, никто криптологией официально не занимался.

В математике часто рассматриваются множества, между элементами («точками») которых определено расстояние (метрика). Такие множества называют метрическими пространствами, если выполнены соответствующие аксиомы. Существует много разных способов определить расстояние в разных множествах. В работе обсуждается, как можно измерять расстояние не только между точками на плоскости, но и между кривыми, множествами, функциями. Многие метрические пространства разительно отличаются от привычной евклидовой плоскости[2].

Целью настоящей работы является изучение математики текстов, исследование метрик в пространстве двоичных последовательностей и выявление связи между теорией кодирования и метрическими пространствами.

 Для достижения данной цели были решены следующие задачи:

Изучены элементы теории кодирования и теории алгоритмов.

Исследованы метрические пространства.

Выявлена связь между теорией кодирования и метрическими пространствами.

Актуальность: Математика текстов, вчастности математика математических текстов (для этой математики ещё придумали название «метаматематика »), появилась раньше, чем компьютеры, она существовала ещё впрошлом веке. Необходимость иполезность этой науки хорошо осознавал один извеличайших математиков конца— началаXXвека Давид Гильберт. Ноименно свозникновением компьютеров математика текстов стала особенно важной областью математики, потому что кодирование в информатике основано на математике текстов.

1.3. Маршрутная транспозиция

￼
￼
В первом случае получим шифрованный текст, если будем выписывать буквы очередного столбца в порядке следования столбцов (прямом или обратном), во втором, – если будем выписывать буквы столбца в порядке следования букв ключа. Таким образом, будем иметь:

￼
1.5. Модифицированный шифр Цезаря

￼
1.6. Сложность текста. Случайные и неслучайные последовательности

 Нетак давно, всередине 60-х годов XX века, было выяснено, что математика текстов может быть использована для прояснения наших представлений оприроде случайности. Начнём собсуждения того, что нам самим кажется случайным, ачто неслучайным. 

  Предположим, что мы бросаем монету изаписываем результаты ввиде последовательности изнулей иединиц: если выпадает орёл, пишем ноль, аесли решка— единицу. Можетли получиться такая последовательность: 

￼
Наверное, может. Атакая: 

￼
Врядли. 

  Почему, глядя наэти последовательности, мы сразу понимаем: так бывает, авот так— небывает? Первый приходящий вголову ответ: потому что первая последовательность «вероятна», авторая— «невероятна». Однако обе последовательности имеют одинаковую вероятность! (Равную-n, гдеn— длина последовательности.) Чем случайные последовательности отличаются отнеслучайных? Попытка прояснить этот вопрос привела ктакому важному понятию как сложность конечной последовательности , или сложность текста. 

  Сейчас мы временно отложим вопрос ослучайности ипоговорим осложности текстов. 

  Бывает, что короткий текст описывает длинный. Например, текст

￼
состоящий изсимволов, является описанием текста длиной двамиллиона символов. 

  Пусть П— какая-нибудь программа. Cложностью текстаS при способе описания П называется наименьшая длина текста Т, такого что П(Т)=S. Текст Т при этом называется описанием текстаS. 

  Иными словами, мы берём текстS, рассматриваем все его описания, изкоторых программа П может получитьS, исреди них ищем самое короткое. Например, 

￼
— два описания одного текста, нопервое описание короче. 

  Заметим, что для последовательности (3) мы сразу можем указать короткое описание, вотличие отпоследовательности(2). Естественно ожидать, что убольшинства последовательностей нет коротких описаний. Такие последовательности иназываются случайными. 

  Это понятие случайности (его в-х годах ввёл Андрей Николаевич Колмогоров) оказывается очень интересным ипродуктивным[3]. 

1.7. Метрики в пространстве двоичных последовательностей

    В каждой задаче, решаемой средствами математики, возникают те или иные множества. В то же время, как правило, эти множества обладают дополнительной функцией расстояния между элементами, позволяющей говорить о близких или даже «практически совпадающих» элементах. Таковы, например, евклидовы плоскость и пространство.

  Говорят, что на множестве ￼ задана метрика, если имеется функция, сопоставляющая каждой паре элементов ￼ вещественное число ￼, обладающая следующими свойствами:

  а) неотрицательность: ￼, ￼ тогда и только тогда, когда ￼;

  б) симметричность: ￼;

  в) неравенство треугольника: ￼.

  Множество ￼ (вместе с введенной метрикой) называется метрическим пространством.

  Пример 1. Пусть ￼ - множество всех вещественных чисел с метрикой  ￼. Легко проверить, что так определенная функция ￼ удовлетворяет свойствами а)-в) и, следовательно, является метрикой.

  Пример 2. Пусть ￼ – метрическое пространство, снабженное метрикой ￼, ￼– подмножество в  ￼, т.е. ￼. Тогда ￼ также является метрическим пространством относительно метрики пространства ￼. Например, отрезок ￼ является метрическим пространством.

  Пример 3. Пусть ￼ – конечное множество населенных пунктов и ￼ равняется кратчайшему расстоянию между пунктами ￼ и ￼, измеренному вдоль автомобильных дорог. Ясно, что так определенное расстояние удовлетворяет свойствам а)-в).

  Пример 4. Возьмем в предыдущем примере ￼ равным минимальному времени, за которое автомобиль может доехать от пункта ￼ до пункта ￼. Ясно, что, вообще говоря, ￼ не равняется ￼. Так будет, например, если пункт ￼ расположен на горе, а пункт ￼ – у подножия этой горы. Следовательно, в данном случае ￼ не является метрикой[4].
  Рассмотрим пространство бесконечных последовательностей из нулей и единиц. Для примера, последовательности ￼ и ￼          являются точками этого пространства. Здесь также можно вводить разные расстояния.

  Эти последовательности можно отождествлять с числами на отрезке ￼, потому что на последовательность из нулей и единиц можно смотреть, как на двоичное представление числа (т.е. представление числа в двоичной записи). Например, записанные выше последовательности ￼ и ￼ можно отождествить с числами, двоичные записи которых, соответственно, ￼ и ￼. Это отождествление позволяет принять в качестве расстояния между последовательностями обычное расстояние между числами на числовой прямой, с которыми эти последовательности отождествляются. При этом, однако, может не выполняться вторая аксиома метрики. Например, две разные последовательности ￼ и ￼, если на них смотреть как на набор коэффициентов двоичного разложения чисел, представляют одно и то же число:

￼.

  Поэтому расстояние между этими последовательностями равно нулю, хотя это разные последовательности. Такое нарушение взаимной однозначности соответствия между множеством двоичных последовательностей и множеством чисел на отрезке ￼  происходит лишь за счет так называемых двоично-рациональных чисел, т.е. чисел вида ￼, каждому из которых соответствуют два разных двоичных разложения. Одно из этих разложений конечное, в котором все коэффициенты, начиная  с некоторого места, нулевые, а другое бесконечное, в котором, начиная с некоторого места, стоят подряд лишь единицы. Если мы договоримся исключить из пространства двоичных последовательностей, например, все конечные последовательности, то в оставшемся  множестве последовательностей введенное расстояние уже будет удовлетворять всем аксиомам метрики.

  Иное, более интересное в определенном смысле, расстояние между последовательностями из нулей и единиц можно ввести следующим образом. Пусть ￼ и ￼  – две такие последовательности. Обозначим через ￼ сложение «по модулю ￼», т.е. положим ￼ и ￼. Используя это обозначение, введем такое расстояние:

￼.

  Для двух произвольных последовательностей нашего пространства это расстояние определено и конечно, поскольку сумма в правой части не превосходит суммы бесконечной геометрической прогрессии

￼.

  Оно очевидно неотрицательно, равно нулю для равных последовательностей и обладает свойством симметрии. Для проверки неравенства треугольника заметим, что для любых трех последовательностей ￼, где ￼ при каждом ￼ выполнено неравенство

￼.

  В самом деле, если ￼, то ￼, и неравенство очевидно. Если же ￼, то ￼, а справа в неравенстве хотя бы одна скобка тоже равна ￼, потому что ￼ не равно одному из чисел ￼ и ￼. 

  Отсюда ясно, что

￼.

  Таким образом, наше расстояние удовлетворяет всем четырем аксиомам метрики[3].

  Введенную метрику можно перенести на отрезок ￼, отождествляя, как и выше, последовательности с числами, коэффициентами двоичных разложений которых являются члены последовательностей, т.е. ставя каждой последовательности ￼ в соответствие двоичное число ￼.[5].

  Интересная геометрическая модель нашего пространства двоичных последовательностей получается, если разные двоичные разложения одного и того же двоично-рационального числа не отождествлять, а считать разными точками так называемого «модицированного» отрезка ￼. Можно условиться конечное разложение двоично-рационального числа считать его «правым» изображением на модифицированном отрезке, а бесконечное – его «левым» изображением. Так двоичное разложение ￼ можно считать соответствующим «правой» точке ￼, которую обозначим ￼, а разложение ￼ считать соответствующим «левой» точке ￼, которую обозначим ￼. Для множества чисел, не являющихся двоично-рациональными, соответствие между точками отрезка ￼ и их двоичными разложениями является взаимно однозначным. Так что на модифицированном отрезке эти числа можно себе представлять обычными точками.

  Модифицированный отрезок с введенной выше метрикой представляет собой весьма необычное метрическое пространство, сильно отличающееся по своей структуре от отрезка с обычным расстоянием. Это пространство оказывается весьма «дырявым». Если мы посчитаем расстояние между  ￼ и ￼, то получим 

￼,

т.е. эти точки, которые на обычном отрезке «слипаются», отождествляясь с одним и тем же числом ￼, на модифированном отрезке оказываются весьма далекими друг от друга. Между ними находится «дырка» длиной ￼. Подобные «дырки» находятся между каждой парой, состоящей из левого и правого изображений двоично-рационального числа. Такие «дырявые» метрические пространства называются вполне несвязными. В них не существует непрерывного пути из одной точки в другую: по дороге всегда приходится перепрыгивать через «дырки».

  В нашем пространстве двоичных последовательностей можно ввести операцию сложения ￼, определив ее как покоординатное сложение по модулю ￼, т.е. можно определить сумму двух последовательностей ￼ и ￼ как последовательность

￼.

  Операция вычитания при этом окажется совпадающей со сложением. Пространство двоичных последовательностей с так определенным сложением и с введенным выше расстоянием часто называют двоичной группой Кантора, потому что оно похоже по своей структуре на такое же «дырявое» множество Кантора, играющее важную роль в математическом анализе[6].

Заключение

В работе рассматриваются идеи и конструкции, лежащие в основе "математики текстов"; среди примеров ее результатов — несчетность множества последовательностей из нулей и единиц. Обсуждается важное понятие сложности текста по Колмогорову, позволяющее отличать случайные тексты от неслучайных. Рассматриваются  метрические пространства двоичных последовательностей. 

  Кодирование в информатике основано на математике текстов. В настоящее время идет интенсивное развитие информационных технологий. В связи с этим математика текстов стала особо важной областью математики. От ее развития зависит усовершенствование информационных систем, поэтому современный этап развития науки требует всестороннего изучения данного раздела математики. С помощью двоичной системы счисления удается свести все числа и операции с числами к сочетаниям нулей и единиц. Можно присвоить двоичные номера и всем буквам алфавита и таким образом превратить любой текст в чередование единиц и нулей. Кроме того, 1 и 0 могут быть истолкованы и как логические категории: «истина» и «ложь». Это позволяет единообразно выполнять как арифметические, так и логические действия в ЭВМ. Сложение и вычитание, умножение и деление, сдвиг и сравнение, логические дизъюнкции и конъюнкции и т.д. приводятся к манипуляциям с нулями и единицами. А все это ведет к упрощению рассматриваемых проблем. Поэтому данная тема представляет особый интерес.
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