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Актуальность выбранной темы: 

Аналити́ческая геоме́трия — это раздел геометрии, в котором геометрические фигуры и их свойства исследуются средствами алгебры.

В основе этого метода лежит так называемый метод координат, впервые применённый Декартом. Каждому геометрическому соотношению этот метод ставит в соответствие некоторое уравнение, связывающее координаты фигуры или тела. Это дает возможность изучать геометрические фигуры и их свойства с помощью уравнений и неравенств. 

Идея координат и уравнения кривой была не чужда ещё древним грекам. Архимед, и особенно Аполлоний Пергский, в своих сочинениях приводили так называемые симптомы конических сечений, которые в ряде случаев совпадают с нашими уравнениями. Однако дальше дело не пошло — из-за невысокого уровня древнегреческой алгебры и слабого интереса к кривым, отличным от прямой и окружности. В Европе первым использовал координатное изображение (для функции, зависящей от времени) Николай Орезмский (XIV век), который называл координаты, по аналогии с географическими, долготой и широтой. К этому времени развитое понятие о координатах уже существовало в астрономии и географии. Решающий шаг был сделан после того, как Виет (XVI век) сконструировал символический язык для записи уравнений и положил начало системной алгебре. Около 1637 года Ферма распространяет через Мерсенна мемуар «Введение в изучение плоских и телесных мест», где выписывает и обсуждает (в символике Виета) уравнения различных кривых 2-го порядка в прямоугольных координатах. Для упрощения вида уравнений широко используется преобразование координат. Ферма наглядно показывает, насколько новый подход проще и плодотворней чисто геометрического. Однако мемуар Ферма широкой известностью не пользовался. Гораздо большее влияние имела «Геометрия» Декарта, вышедшая в том же 1637 году, которая независимо и гораздо более полно развивала те же идеи. Декарт включает в геометрию более широкий класс кривых, в том числе «механические» (трансцендентные, вроде спирали), и провозглашает, что у каждой кривой есть определяющее уравнение. Он строит такие уравнения для алгебраических кривых, проводит их классификацию (позже основательно переделанную Ньютоном). Декарт подчёркивает, хотя и не доказывает, что основные характеристики кривой не зависят от выбора системы координат. Система координат у Декарта была перевёрнута по сравнению с современной (ось ординат горизонтальна), и отрицательные координаты не рассматривались. Термины «абсцисса» и «ордината» изредка встречаются у разных авторов, хотя в широкое употребление их ввёл только Лейбниц в конце XVII века, вместе с термином «координаты». Название «Аналитическая геометрия» утвердилось в самом конце XVIII века. Декарт поместил в «Геометрию» множество примеров, иллюстрирующих огромную мощь нового метода, и получает немало результатов, неизвестных древним. Возможные пространственные применения он упоминает, но не приводит. Аналитический метод Декарта немедленно взяли на вооружение Схоотен, Валлис и многие другие видные математики. Они комментировали «Геометрию», исправляли её недочёты, применяли новый метод в других задачах. Например, Валлис впервые рассматривает конические сечения как плоские кривые (1655), причём уже использует отрицательные абсциссы и косоугольные координаты. Ньютон не только опирался на координатный метод в своих работах по анализу, но и продолжил геометрические исследования Декарта. Он классифицировал кривые 3-го порядка, выделив 4 типа и 58 видов; позже он добавил ещё 14. Эти результаты были получены около 1668 года, опубликованы вместе с его «Оптикой» в 1704 году. Система координат Ньютона уже ничем не отличается от современной. Для каждой кривой определяются диаметр, ось симметрии, вершины, центр, асимптоты, особые точки и т. п. В «Началах» Ньютон старался всё доказывать в манере древних, без координат и бесконечно малых; однако несколько применений новых методов там всё же имеется. Гораздо бо́льшую роль аналитическая геометрия играет в его «Всеобщей арифметике». В большинстве случаев он не посчитал нужным привести доказательства, чем обеспечил работой на долгие годы целую армию комментаторов.  В первой половине XVIII века в основном продолжалось изучение алгебраических кривых высших порядков; Стирлинг обнаружил 4 новых типа, не замеченных Ньютоном. Были выявлены и классифицированы особые точки. Клеро в 1729 году представил Парижской академии «Исследования о кривых двоякой кривизны». Эта книга по существу положила начало трем геометрическим дисциплинам: аналитической геометрии в пространстве, дифференциальной геометрии и начертательной геометрии.  Общую и очень содержательную теорию кривых и поверхностей (преимущественно алгебраических) предложил Эйлер. В своём «Введении в анализ бесконечно малых» (1748) он дал классификацию кривых 4-го порядка и показал, как определить радиус кривизны. Там, где это удобно, используются косоугольные или полярные координаты. Отдельная глава посвящена неалгебраическим кривым. Во второй половине XVIII века аналитическая геометрия, получив мощную поддержку зрелого анализа, завоевала новые вершины (Эйлер, Лагранж, Монж), однако рассматривается уже скорее как аппарат дифференциальной геометрии.

В школьном курсе математики вводятся и изучаются вектор и метод координат, потребности учебного процесса требуют, чтобы ученики знали и умели решать простейшие задачи, связанные с этими понятиями на уроках физики, математики, географии. Поэтому повышенное внимание к данной теме оправдано. 

Чтобы освоить определённый набор приёмов векторного и координатного методов решения геометрических задач и уметь применять их при решении задач необходимо знать теорию, провести подробный анализ условия задачи и применить имеющиеся знания к решению той или иной задачи. 

Цель проекта:   формирование знаний основ аналитической геометрии, умений ими оперировать и применять их при решении задач геометрии.
Задачи: 

· Изучить основы аналитической геометрии.

· исследовать и изучить  типичные задачи  аналитической геометрии.

· Подобрать дидактический материал, показывающий широту применения векторов и метода координат при решении задач геометрии.

Методы и приёмы исследования:

1) Изучение необходимого для решения задач теоретического материала.  

2) Проработка различных источников (учебники, различные математические пособия, ресурсы Интернет) и поиск и решение  наиболее интересных и сложных задач.

1. Основные понятия.

Основными понятиями аналитической геометрии являются простейшие геометрические образы (точки, прямые, плоскости, кривые и поверхности второго порядка). Основными средствами исследования в аналитической геометрии служат метод координат  и методы элементарной алгебры. Возникновение метода координат тесно связано с бурным развитием астрономии, механики и техники в XVII в. Отчётливое и исчерпывающее изложение этого метода и основ аналитической геометрии было сделано P. Декартом в его «Геометрии» (1637). Основные идеи метода были известны также его современнику П. Ферма. Дальнейшая разработка аналитической геометрии связана с трудами Г. Лейбница, И. Ньютона и особенно Л. Эйлера. Средствами аналитической геометрии пользовался Ж. Лагранж при построении аналитической механики и Г. Монж в дифференциальной геометрии. Ныне аналитическая геометрия не имеет самостоятельного значения как наука, однако её методы широко применяются в различных разделах математики, механики, физики и др. наук.
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  Сущность метода координат заключается в следующем. Рассмотрим, например, на плоскости p две взаимно перпендикулярные прямые Ox и Оу (рис. 1). Эти прямые с указанным на них направлением, началом координат О и выбранной масштабной единицей е образуют т. н. декартову прямоугольную систему координат Оху на плоскости. Прямые Ox и Оу называются соответственно осью абсцисс и осью ординат. Положение любой точки М на плоскости по отношению к этой системе Оху можно определить следующим образом. Пусть Mx и My — проекции М на Ox: и Оу, а числа х и y — величины отрезков OMx и ОMу (величина х отрезка OMx, например, равна длине этого отрезка, взятой со знаком плюс, если направление от О к Mx совпадает с направлением на прямой Ox, и со знаком минус в противоположном случае). Числа х и у называются декартовыми прямоугольными координатами точки М в системе Оху. Обычно они называются соответственно абсциссой и ординатой точки M. Для обозначения точки М с абсциссой х и ординатой у пользуются символом М(х,у). Ясно, что координаты точки М определяют её положение относительно системы Оху.

Пусть на плоскости p с данной декартовой прямоугольной системой координат Оху задана некоторая линия L. Используя понятие координат точек, можно ввести понятие уравнения данной линии L относительно системы Оху как соотношения вида F(x,y) = 0, которому удовлетворяют координаты х и у любой точки M, расположенной на L, и не удовлетворяют координаты каждой точки, не лежащей на L. Если, например, линия L является окружностью радиуса R с центром в начале координат O, то уравнение x2+ y2 — R2 = 0 будет уравнением рассматриваемой окружности, в чём можно убедиться, обратившись к рис. 2. Если точка М лежит на окружности, то по теореме Пифагора для треугольника OMMx получается       x2+y2-R2=0. Если же точка не лежит на окружности, то, очевидно, x2 + y2— R2 ≠ 0. Итак, линии L на плоскости можно сопоставить её уравнение F(x,y) = 0 относительно системы координат Оху.

Основная идея метода координат на плоскости состоит в том, что геометрические свойства линии L выясняются путём изучения аналитическими и алгебраическими средствами свойств уравнения F(x,y) = 0 этой линии. Например, применим метод координат для выяснения числа точек пересечения окружности С радиуса R и данной прямой линии В(рис.3). Пусть начало системы координат Оху находится в центре окружности, а ось Ox направлена перпендикулярно прямой В. Так как прямая В перпендикулярна оси Ox, то абсцисса любой точки этой прямой равна некоторой постоянной a. Т. о., уравнение прямой В имеет вид x — a = 0. Координаты (x, y) точки пересечения окружности С (ур-ние которой имеет вид x2 + y2 — R2 = 0) и прямой В удовлетворяют одновременно уравнениям

  x2 + y2 R2 = 0, х- а = 0, (1)

то есть являются решением системы (1). Следовательно, геометрический вопрос о числе точек пересечения прямой и окружности сводится к аналитическому вопросу о числе решений алгебраической системы (1). Решая эту систему, получают х = a, 
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 Итак, окружность и прямая могут пересекаться в двух точках (R2 > a2) (этот случай изображен на рис. 3), могут иметь одну общую точку (R2 = a2) (в этом случае прямая В касается окружности C) и не иметь общих точек (R2 < a2) (в этом случае прямая В лежит вне окружности C).

  В аналитической геометрии на плоскости подробно изучаются геометрические свойства эллипса, гиперболы и параболы, представляющих собой линии пересечения кругового конуса с плоскостями, не проходящими через его вершину. Эти линии часто встречаются во многих задачах естествознания и техники. Например, движение материальной точки под воздействием центрального поля силы тяжести происходит по одной из этих линий; в инженерном деле для конструирования прожекторов, антенн и телескопов пользуются важным оптическим свойством параболы, заключающимся в том, что лучи света, исходящие из определённой точки (фокуса параболы), после отражения от параболы образуют параллельный пучок.

  В аналитической геометрии на плоскости систематически исследуются алгебраические линии первого и второго порядков (эти линии в декартовых прямоугольных координатах определяются соответственно алгебраическими уравнениями первой и второй степени). Линии первого порядка суть прямые, и обратно, каждая прямая определяется алгебраическим уравнением первой степени Ax + By + С = 0. Линии второго порядка определяются уравнениями вида Ax2 + Вху + Су2 + Dx + Еу + F = 0. Основной метод исследования и классификации этих линий заключается в подборе такой декартовой прямоугольной системы координат, в которой уравнение линии имеет наиболее простой вид, и последующем исследовании этого простого уравнения. Можно доказать, что таким способом уравнение любой вещественной линии второго порядка может быть приведено к одному из следующих простейших видов:
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Первое из этих уравнений определяет эллипс, второе — гиперболу, третье — параболу, а последние два — пару прямых (пересекающихся, параллельных или слившихся).

  В аналитической геометрии в пространстве также пользуются методом координат. При этом декартовы прямоугольные координаты .x, у и z (абсцисса, ордината и апликата) точки М вводятся в полной аналогии с плоским случаем. [image: image1.jpg]" c M, (a. VA% %)
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Каждой поверхности S в пространстве можно сопоставить её уравнение F (x, y, z) =0 относительно системы координат Oxyz. (Так, например, уравнение сферы радиуса R с центром в начале координат имеет вид x2 + y2 + z2 — R2 = 0.) При этом геометрические свойства поверхности S выясняются путём изучения аналитическими и алгебраическими средствами свойств уравнения этой поверхности. Линию L в пространстве задают как линию пересечения двух поверхностей S1 и S2. Если F1(x, y, z) = 0 и F2(x, y, z) = 0 — уравнения S1 и S2, то пара этих уравнений, рассматриваемая совместно, представляет собой уравнение линии L. Например, прямую рис. 4      L в пространстве можно рассматривать как линию пересечения двух плоскостей. Так как плоскость в пространстве определяется уравнением вида Ax + By + Cz + D = 0, то пара уравнений такого вида, рассматриваемая совместно, представляет собой уравнение прямой L. Т. о., метод координат может применяться и для исследования линий в пространстве. В  пространстве систематически исследуются алгебраические поверхности первого и второго порядков. Выясняется, что алгебраическими поверхностями первого порядка являются лишь плоскости. Поверхности второго порядка определяются уравнениями вида:

  Ax2 + By2 + Cz2+ Dxy + Eyz + Fxz + Gx + Ну + Mz + N = 0.

Основной метод исследования и классификации этих поверхностей заключается в подборе такой декартовой прямоугольной системы координат, в которой уравнение поверхности имеет наиболее простой вид, и последующем исследовании этого простого уравнения. Важнейшими вещественными поверхностями второго порядка являются эллипсоиды, однополостный и двуполостный гиперболоиды, эллиптический и гиперболический параболоиды. Эти поверхности в специально выбранных декартовых прямоугольных системах координат имеют следующие уравнения:
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Перечисленные важнейшие поверхности второго порядка часто встречаются в различных вопросах механики, физики твёрдого тела, теоретической физике и инженерном деле. Так, при изучении напряжений, возникающих в твёрдом теле, пользуются понятием т. н: эллипсоид напряжений. В различных инженерных сооружениях применяются конструкции в форме гиперболоидов и параболоидов.

2. Основы аналитической геометрии.

2.1. Декартовы прямоугольные координаты в пространстве.

          Декартова прямоугольная система координат в пространстве определяется заданием линейной единицы для измерения длин и трёх пересекающихся в одной точке взаимно перпендикулярных осей, занумерованных в каком-либо порядке.
Точка пересечения осей называется началом координат, а сами оси — осями координат. Первая координатная ось называется осью абсцисс, вторая — осью ординат, третья — осью аппликат.
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рис. 5.                                        рис. 6.
        
Начало координат обозначается буквой О, оси координат обозначаются соответственно символами Ох, Оу, Оz.

Пусть М — произвольная точка пространства, Мх, Му и Мг — её проекции на координатные оси (рис. 5).

Координатами точки М в заданной системе называются числа:
х = ОМх,   у = ОМу,   z = ОМг,
где ОМХ есть величина отрезка 
[image: image10.wmf]x

M

O

 оси абсцисс, ОМу — величина отрезка 
[image: image11.wmf]y

M

O

 оси ординат, ОМz — величина отрезка 
[image: image12.wmf]z

M

O

 оси аппликат. Число х называется абсциссой, у — ординатой, z — аппликатой точки М. Символ М (х; у; z) обозначает, что точка М имеет координаты х, у, z.

Плоскость Оуz  разделяет всё пространство на два полупространства; то из них, которое расположено в положительном направлении оси Ох, называется ближним, другое — дальним. Плоскость Охz также разделяет пространство на два полупространства; то из них, которое расположено в положительном направлении оси Оу, называется правым, другое — левым. Наконец, и плоскость Оху разделяет пространство на два полупространства; то из них, которое расположено в положительном направлении оси Оz, называется верхним, другое — нижним.
Три плоскости Оху, Охz и Оуz вместе разделяют пространство на восемь частей; их называют координатными октантами и нумеруют так, как показано на рис. 6..

     2.2.  Расстояние между двумя точками. Деление отрезка в данном отношении.


Расстояние d между двумя точками M1(x1; у1 ; z1) и M2(x2; y2; z2) в пространстве определяется формулой 
[image: image13.wmf].
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Координаты х, у, z точки М, которая делит отрезок 
[image: image14.wmf]2
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, ограниченный точками M1 (х1 , y1 , z1) и M2 (x2 ; y2 ; z2 ), в отношении 
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, определяются по формулам:        


[image: image16.wmf]l

l

+

+

=

1

2

1

x

x

x

,            
[image: image17.wmf]l

l

+

+

=

1

2

1

y

y

y

,                    
[image: image18.wmf]l

l

+

+

=

1

2

1

z

z

z



В частности, при  ( = 1 имеем координаты середины данного отрезка:
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2.3. Понятие вектора. 
[image: image1160.jpg]


рис. 7.


Направленные отрезки принято называть также геометрическими векторами или просто векторами. Вектор как направленный отрезок мы будем по—прежнему записывать в тексте двумя большими латинскими буквами с общей чертой наверху при условии, что первая из них обозначает    начало, вторая — конец вектора. Наряду с этим мы будем также обозначать вектор одной малой латинской буквой полужирного шрифта, которая на чертежах ставится у конца стрелки, изображающей вектор (см. рис. 7, где изображён вектор а с началом А и концом В). Начало вектора часто будет называться также его точкой приложения.  

Векторы    называются    равными,    если    они имеют   одинаковые   длины,   лежат на параллельных прямых  или   на одной прямой и направлены в одну сторону.

Число, равное длине вектора (при заданном масштабе), называется его модулем. Модуль вектора а обозначается символом |а|. Если |а| = 1, то вектор a называется единичным.

Единичный вектор, имеющий одинаковое направление с данным вектором а, называется ортом вектора а и обозначается обычно символом а0.

Проекцией вектора 
[image: image22.wmf]AB

на ось и называется число, равное величине отрезка 
[image: image23.wmf]1
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оси и, где точка А1 является проекцией на ось и точки А, а B1 — проекцией точки В. 

Проекция вектора 
[image: image24.wmf]AB

 на ось и обозначается символом: при
[image: image25.wmf]AB

 Если вектор обозначен символом а, то его проекцию на ось и принято обозна​чать: приa.

Проекция вектора а на ось и выражается через его модуль и угол 
[image: image26.wmf]j

 наклона к оси и формулой
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Проекции произвольного вектора а на оси некоторой заданной системы координат в дальнейшем обозначаются буквами X, Y, Z. Равенство

[image: image28.wmf]{
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означает, что числа X, Y, Z являются проекциями вектора на координатные оси.

Проекции вектора на координатные оси называют также его (декартовыми) координатами. Если даны две точки  M1(x1 ; у1 ; z1 )  и   М2(x2 ; у2 ; z2), являющиеся соответственно  началом  и  концом   вектора а,  то  его координаты X, Y, Z определяются по формулам
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 Формула
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позволяет по координатам вектора определить его модуль.
Если 
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— углы, которые составляет вектор а с координатными осями (рис. 8), то  
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 называются   направляющими  косинусами вектора а.
         Вследствие формулы (1) [image: image1161.png]
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Отсюда и из формулы (2) следует, что 
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. Последнее   равенство   позволяет   определить   один из   углов  
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 если известны два других.
рис. 8.
2.4.  Линейные операции над векторами.

Суммой а + b двух векторов а и b называется вектор, который идёт из начала вектора а в конец вектора b при условии, что вектор b приложен к концу вектора а (правило треугольника). Построение суммы а + b  изображено на рис. 9.
Наряду с правилом треугольника часто пользуются (равносильным ему) п р а в и л о м  п а р а л л е л о г р а м м а: если векторы а и b  приведены
[image: image40.png]



рис. 9. 


рис. 10.
к общему началу и на них построен параллелограмм, то сумма а + b есть вектор, совпадающий с диагональю этого параллелограмма, идущей из общего начала а и b (рис. 10). Отсюда сразу следует, что а + b = b + а.
Сложение многих векторов производится при помощи последовательного применения правила треугольника (см. рис. 11, где изображено построение суммы четырёх векторов а, b, с, d).
Разностью а — b  двух векторов a и b называется вектор, который в сумме с вектором b составляет вектор а. Если два вектора а и b приведены к общему началу, то разность их      а — b есть вектор, идущий из конца b («вычитаемого») к концу а («уменьшаемого»). Два вектора равной длины, лежащие на одной прямой и направленные в противоположные стороны, называются вза​имно обратными: если один из них обозначен символом а, то другой обозначается симво​лом — а. Легко видеть, что а — b = а + (—b). Таким образом, построение разности равно​сильно прибавлению к «уменьшаемому» век​тора, обратного «вычитаемому». 
[image: image1162.png]


 Произведением  αа  (или  также   αа)  вектора а на число α называется вектор, модуль которого   равен    произведению   модуля вектора а на модуль числа а; он параллелен вектору а или лежит с ним на одной прямой и направлен так же, как вектор а, если α — число положительное, и противоположно вектору а, если α — число отрицательное.

 Сложение векторов и умножение вектора на число называются линейными операциями над векторами.        



рис. 11.
     Векторы, лежащие на одной прямой или на параллельных прямых, называются коллинеарными. Признаком коллинеарности двух векторов  а = {Х1,Y1, Z1,},   b = {Х2,Y2, Z2,},

является пропорциональность их координат:  
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Три вектора компланарны, если соответствующие им отрезки расположены в параллельных плоскостях или в одной плоскости.
Тройка векторов i, j, k называется координатным базисом, если эти векторы удовлетворяют следующим условиям:
1) вектор i лежит на оси Ох, вектор j — на оси Оу, вектор k — на оси Ог;
2) каждый из векторов i, j, k направлен на своей оси в положительную сторону;
3) векторы i, j, k — единичные, т. е. |i| = 1, . |j|  = 1, |k| = 1. 

Каким бы ни был вектор а, он всегда может  быть  разложен по базису i, j, k, т. е. может быть представлен в виде: a = Xi + Yj + Zk; коэффициенты  этого  разложения  являются координатами  вектора  а (т. е. X, Y, Z суть проекции вектора а на координатные оси).

Пример 1: АВСDA1B1C1D1  -параллелепипед. Найти сумму векторов:
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Пример 2: Если векторы коллинеарны, то их соответствующие координаты пропорциональны.
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[image: image45.wmf].
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Пример 3:
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Пример 4:Найти m,n, если векторы 
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 коллинеарны.
Решение:
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2.5.  Скалярное произведение векторов.


Скалярным произведением двух векторов называется число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними.

Скалярное произведение векторов а, b обозначается символом аb (порядок записи сомножителей безразличен, т. е. аb = bа).

Если угол между векторами а, b обозначить через 
[image: image49.wmf]j

, то их скалярное произведение можно выразить формулой 
[image: image50.wmf]j
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Из формулы (1) следует, что ab > 0, если 
[image: image51.wmf]j

— острый угол, ab < 0, если угол 
[image: image52.wmf]j

 — тупой;    ab = 0 в том и только в том случае, когда векторы a и b перпендикулярны (в частности, a = 0, если a = 0 или b = 0).

Скалярное произведение аа называется скалярным квадратом вектора и обозначается символом а2. Из формулы (1) следует, что скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля:   
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Если векторы а и b заданы своими координатами:
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то их скалярное произведение может быть вычислено по формуле 
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Отсюда следует необходимое и достаточное условие перпендикулярности векторов:
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Угол 
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 между векторами 
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даётся формулой  
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Пример 1: Даны точки 
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Пример 2: Дан треугольник ABC,где А(2;1;3), В(2;1;4), С(0;4;3) .  Найдите 
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Пример 3: Векторы 
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 Пример 4: 

Вычислите длины диагоналей параллелограмма ABCD, если известно, что
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Решение: 
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Пример 5:
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Пример 6: 
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Пример 7:
Даны векторы 
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Решение:
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2.6             Определители второго  порядка  и  система  двух  уравнений 

первой степени с двумя неизвестными.
Пусть дана квадратная таблица из четырёх чисел a1,  a 2 , b1,  b 2 ,  
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(1) 

Число a1 b2  -  a2 b1 называется определителем второго порядка, соответствующим таблице (1). Этот определитель обозначается символом 
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соответственно имеем: 
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(2)
Числа a1 , b2,  a2, b1   называются элементами определителя. Говорят, что элементы a1  b2 , лежат на главной диагонали определителя, a2, b1 — на побочной. Таким образом, определитель второго порядка равен разности между произведениями элементов, лежащих на главной и побочной диагоналях. Например,
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Рассмотрим систему двух уравнений
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(3)

с двумя неизвестными х, у. (Коэффициенты a1, b1, а2, b2 и свободные члены
h1, h2 предположим данными.) Введём обозначения
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(4)

Определитель (, составленный из коэффициентов при неизвестных системы (3), называется определителем этой системы. Определитель (х получается путём замены элементов первого столбца определителя ( свободными членами системы (3); определитель (у получается из определителя ( при помощи замены свободными членами системы (3) элементов его второго столбца.
Если ( ( 0, то система (3) имеет единственное решение; оно определяется формулами
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(5)

Если ( = 0 и при этом хотя бы один из определителей (x, (у отличен от нуля, то система (3) совсем не имеет решений (как говорят, уравнения этой системы несовместимы).
Если же ( = 0, но также (x = (y = 0, то система (3) имеет бесконечно много решений (в этом случае одно из уравнений системы есть следствие другого).
Пусть в уравнениях системы (3) h1=h2 = 0; тогда система (3) будет иметь вид:
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(6)

Система уравнений вида (6) называется однородной; она всегда имеет нулевое решение: х=0, у = 0. Если ( ( 0, то это решение является единственным; если же ( = 0, то система (6), кроме нулевого, имеет бесконечно много других решений.

Однородная система двух уравнений

первой степени с тремя неизвестными
Пусть дана система двух однородных уравнений 
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 (7)  с тремя неизвестными х, у, г. Введём обозначения: 
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Если хотя бы один из определителей (1 ,  (2 ,  (3  , не равен нулю, то все решения системы (7) будут определяться по формулам  х =(1t ,                   у =(2t ,   
z =(3t , где t — произвольное число. Каждое отдельное решение получается при каком-либо определённом значении t.

Для практики вычислений полезно заметить,   что определители (1, (2, (3, получаются при помощи поочерёдного вычёркивания столбцов таблицы:
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Если все три определителя (1, (2, (3, равны нулю, то коэффициенты уравнений системы (7) пропорциональны. В этом случае одно из уравнений системы есть следствие другого и система фактически сводится к одному уравнению. Такая система, естественно, имеет бесконечно много решений; чтобы получить какое-нибудь из них,  следует двум   неизвестным  придать  произвольно численные значения, а третье найти из уравнения.

2.7     Определители третьего порядка.
Пусть дана квадратная таблица  из девяти   чисел  a1, а2, а3, b1,  b2, b3,

[image: image102.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

3

2

3

2

2

2

1

1

1

c

b

a

c

b

a

c

b

a



               

(1)

Определителем третьего   порядка,   соответствующим  таблице (1),   называется число, обозначаемое символом 
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 и определяемое равенством



[image: image104.wmf]3
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(2)

Числа a1, а2, а3, b1, b2, b3, с1, с2, с3 называются элементами определителя. Элементы a1, b2, с3 расположены на диагонали определителя, называемой главной; элементы а3, b2, с1, составляют его побочную диагональ. Для практики вычислений полезно заметить, что первые три слагаемые в правой части равенства (2) представляют собой произведения элементов определителя, взятых по три так, как показано различными пунктирами на нижеприводимой схеме слева.
Чтобы получить следующие три члена правой части равенства (2), нужно перемножить элементы   определителя по три так, как показано различными 
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пунктирами  на той же  схеме справа,  после  чего  у каждого из найденных произведений изменить знак.

При вычислении определителя третьего порядка часто пользуются правилом Саррюса(«правилом треугольника»), которое схематически записывается так:
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При вычислении определителя удобно воспользоваться формулой:
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т.е. указанным способом определитель можно разложить по элементам любой строки (столбца).
Свойства определителей
Свойство 1. Величина определителя не изменится, если все его строки заменить столбцами, причём каждую строку заменить столбцом с тем же номером, т. е.
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Свойство 2. Перестановка двух столбцов или двух строк определи​теля равносильна умножению его на — 1. Например,
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Свойство 3. Если определитель имеет два одинаковых столбца или две одинаковые строки, то он равен нулю.
Свойство 4. Умножение всех элементов одного столбца или одной строки определителя на любое число k равносильно умножению определи​теля на это число k. Например,
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Свойство 5. Если все элементы некоторого столбца или некоторой строки равны нулю, то сам определитель равен нулю. Это свойство есть частный случай предыдущего (при k = 0).

Свойство 6. Если соответствующие элементы двух столбцов или двух строк определителя пропорциональны, то определитель равен нулю.

Свойство 7. Если каждый элемент n-го столбца или n-й строки определителя представляет собой сумму двух слагаемых, то определитель может быть представлен в виде суммы двух определителей, из которых один в n-м столбце, или соответственно в n-й строке, имеет первые из упомянутых cлагаемых, а другой — вторые; элементы, стоящие на остальных местах, у всех трёх определителей одни и те же. Например,
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Свойство 8. Если к элементам некоторого столбца (или некоторой строки) прибавить соответствующие элементы другого столбца (или другой строки), умноженные на любой общий множитель, то величина определителя при этом не изменится. Например,
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Дальнейшие свойства определителей связаны с понятием алгебраического дополнения и минора. Минором некоторого элемента называется определитель, получаемый из данного путём вычёркивания строки и столбца, на пересечении которых расположен этот элемент.

Алгебраическое дополнение любого элемента определителя равняется минору этого элемента, взятому со своим знаком, если сумма номеров строки и столбца, на пересечении которых расположен элемент, есть число чётное, и с обратным знаком, если это число нечётное.

Алгебраическое дополнение элемента мы будем обозначать большой буквой того же наименования и тем же номером, что и буква, которой обозначен сам элемент.
Свойство 9. Определитель
( =
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равен сумме произведений элементов какого-либо столбца (или строки) на их алгебраические дополнения.
Иначе говоря, имеют место следующие равенства:
( = a1A1 + a2A2 + a3A3,
( = a1A1 + b1B1 + c1C1,

( = b1B1 + b2B2  + b2B2,
( = a2A2 + b2B2  + c2C2,

( = c1C1 + c2C2 + c3C3,
( = a3A3 + b2B2  + c3C3.
Рассмотрим систему уравнений
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(3)

с неизвестными х, у, z (коэффициенты at, b1 ..., с2 и свободные члены h1, h2, h3 предположим данными).

Введём обозначения:
( =
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Определитель (, составленный из коэффициентов при неизвестных си​стемы (3), называется определителем данной системы.

Полезно заметить, что определители (x, (y, (z получаются из определителя ( при помощи замены соответственно его первого, второго и, наконец, третьего столбца — столбцом свободных членов данной системы. Если ( ( 0, то система (3) имеет единственное решение; оно опреде​ляется формулами
x = 
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Предположим теперь, что определитель системы равен нулю: ( = 0. Если в случае ( = 0 хотя бы один из определителей (x, (y, (z отличен от нуля, то система (3) совсем не имеет решений.

В случае, когда ( = 0 и одновременно (1 = 0, (2 = 0, (3 = 0, система (3) также может совсем не иметь решений; но если система (3) при этих условиях имеет хотя бы одно решение, то она имеет бесконечно много различных решений. 

Однородной системой трёх уравнений первой степени с тремя неизвестными называется система вида:
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(4)
т. е. система уравнений, свободные члены которых равны нулю. Очевидно, что такая система всегда имеет решение: x = 0, у = 0, z = 0; оно называется нулевым. Если ( ( 0, то это решение является единственным. Если же ( = 0, то однородная система (4) имеет бесконечно много ненулевых решений.
2.8 Векторное произведение векторов.
           Векторным произведением вектора а на вектор b называется вектор, обозначаемый символом 
[image: image129.wmf]®

a

( 
[image: image130.wmf]®

b

 и определяемый следующими тремя условиями:
1) модуль вектора 
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, где  φ — угол между векторами 
[image: image138.wmf]®

a

и 
[image: image139.wmf]®

b

;
2) вектор 
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перпендикулярен к каждому из векторов 
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 и 
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;
3) направление вектора 
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 соответствует «правилу правой руки». Это означает, что если векторы 
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 и 
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приведены к общему началу, то вектор 
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 должен быть направлен так, как направлен средний палец правой руки, .большой палец которой направлен по первому сомножителю (т. е. по вектору а), а указательный — по второму (т. е. по вектору b).
Векторное произведение зависит от порядка сомножителей, именно:  
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Модуль векторного произведения 
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 численно равен площади S параллелограмма, построенного на векторах 
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Векторное произведение 
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обращается в нуль тогда и только тогда, когда векторы 
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коллинеарны. В частности 
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Если система координатных осей правая и векторы 
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  заданы в этой системе своими координатами:  
[image: image169.wmf]®

a

 = {X 1:; Y1 ;  Z1}, 
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то векторное произведение вектора а на  вектор b определяется   формулой
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Пример 1:  Даны векторы 
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Найдите координаты и модуль вектора 
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Пример 2: Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах: 
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Решение:
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Пример 3: Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах:
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Пример 4: Найти 
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Решение: 
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  2.9   Смешанное произведение трёх векторов.

Тройкой векторов называются три вектора, если указано, какой из них считается первым, какой вторым и какой третьим. Тройку векторов записывают в порядке нумерации; например, запись 
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 называется правой, если составляющие её векторы, будучи приведены к общему началу, располагаются в порядке нумерации аналогично тому, как расположены большой, указательный и средний пальцы правой руки. Если векторы 
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 расположены аналогично тому, как расположены большой, указательный и средний пальцы левой руки, то тройка этих векторов называется левой.
Смешанным произведением трёх векторов 
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Смешанное произведение 
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 равно объёму параллелепипеда, построен​ного на векторах 
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 правая, со знаком минус, если эта тройка левая. Если векторы а, b, с компланарны (и только в этом случае), смешанное произведение 
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 заданы своими координатами:
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 то смешанное произведение 
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Напомним, что система координатных осей предполагается правой (вместе с тем является правой и тройка векторов i, j, k. 
Пример 1:
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Пример 2: Определить, компланарны ли заданные вектора.
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Пример 3: Докажите, что заданные  точки  лежат в одной плоскости.
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 Пример 4: Найдите объем параллелепипеда, построенного на векторах 1)
[image: image272.wmf](

)

(

)

(

)

4

;

2

;

1

,

1

;

0

;

1

,

2

;

1

;

0

-

®

®

®

c

b

a

.    

2)
[image: image273.wmf](

)

(

)

(

)

2

;

1

;

0

,

1

;

1

;

2

,

0

;

3

;

1

-

-

®

®

®

c

b

a


Решение:
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Пример 5: Найдите объем параллелепипеда, построенного на векторах 
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Пример 6: Найдите объем треугольной пирамиды с вершинами в точках 
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Решение:
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Пример 7: Объём треугольной пирамиды, три вершины которой находятся в точках 
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Пример 8:  Дано 
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2.10      Общее уравнение плоскости. Уравнение плоскости,

проходящей через данную точку и имеющей данный

нормальный вектор.
Уравнение поверхности

Уравнением данной поверхности (в выбранной системе координат) называется такое уравнение с тремя переменными

Р(х, у, z)=0,
которому удовлетворяют координаты каждой точки, лежащей на этой по​верхности, и не удовлетворяют координаты никакой точки, не лежащей на ней.
В декартовых координатах каждая плоскость определяется уравнением первой степени и каждое уравнение первой степени определяет плоскость.
Всякий (не равный нулю) вектор, перпендикулярный к данной плоскости, называется её нормальным вектором. Уравнение
А(х — xо) + В(у — yо) + С(z — z0) = 0 


(1)
определяет плоскость,  проходящую   через  точку  М0(х0; у0; z0) и имеющую нормальный вектор 
[image: image289.wmf]®

n

 = {А; В; С}.
Раскрывая в уравнении (1) скобки и обозначая число —Ах0 — Ву0,—Сz0 буквой D представим его в виде:   
Ах + By + Cz + D = 0. 

Это уравнение называется общим уравнением плоскости.

Неполные   уравнения   плоскостей.   Уравнение   плоскости «в отрезках»
Каждое уравнение первой степени  Ах + By + Сz + D = 0   (в декартовых координатах) определяет плоскость. Если в этом уравнении отсутствует свободный член (D = 0), то плоскость проходит через начало координат. Если отсутствует член с одной из текущих координат (т. е. какой либо из коэффициентов А, В, С равен нулю), то плоскость параллельна одной из координатных осей, именно той, которая одноимённа с отсутствующей координатой; если, кроме того, отсутствует свободный член, то плоскость проходит через эту ось. Если в уравнении отсутствуют два члена с теку​щими координатами (какие—либо два из коэффициентов А, В, С равны нулю), то плоскость параллельна одной из координатных плоскостей, именно той, которая проходит через оси, одноимённые с отсутствующими координатами; если, кроме того, отсутствует свободный член, то плоскость совпадает с этой координатной плоскостью.

Частные случаи общего уравнения плоскости:

     1) By + Cz + D = 0 - параллельна оси Ox;

     2) Ax + Cz + D = 0 - параллельна оси Oy;

     3) Ax + By + D = 0 - параллельна оси Oz;

     4) Cz + D = 0 - параллельна оси Oxy;

     5) By + D = 0 - параллельна оси Oxz;

     6) Ax + D = 0 - параллельна оси Oyz;

     7) Ax + By + Cz = 0 - проходит через начало координат;

     8) By + Cz = 0 - проходит через ось Ox;

     9) Ax + Cz = 0 - проходит через ось Oy;

     10) Ax + By = 0 - проходит через ось Oz;

     11) z = 0 - плоскость Oxy;

     12) y = 0 - плоскость Oxz;

     13) x = 0 - плоскость Oyz.
Если в уравнении плоскости Ax + By + Cz + D = 0   ни один из коэффициентов А, В, С, D не равен нулю, то это уравнение может быть преобразовано к виду
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суть величины отрезков, которые плоскость отсекает на координатных осях (считая каждый от начала координат). Уравнение (2) называется   уравнением плоскости в «отрезках».

Уравнение плоскости, проходящей через три точки.

Пусть даны точка M0(x0;y0;z0) и неколлинеарные векторы 
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. Через  точку M0 параллельно векторам 
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 проходит единственная плоскость 
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 называются направляющими векторами этой плоскости. Напишем уравнение этой плоскости.

Если M(x;y;z) – произвольная точка плоскости 
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, то уравнение этой плоскости в координатах имеет вид, так как векторы 
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Пусть точки M1(x1;y1;z1). M2(x2;y2;z2), M3(x3;y3;z3) не лежат на одной прямой. Тогда через точки M1, M2, M3 проходит единственная плоскость 
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 можно принять за направляющие векторы данной плоскости. Поэтому аналогично (3) уравнение плоскости 
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 записывается в виде:
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Это уравнение  (4)называется уравнением плоскости, проходящей через заданные точки, не лежащие на одной прямой.
Пример 1: Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку
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 и перпендикулярной вектору 
[image: image313.wmf]®

n

.
Решение:
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Пример 2:  Напишите уравнение плоскости, проходящей через точки A, B, C.

Решение:
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Пример 3:  Найдите координаты нормального вектора плоскости.
Решение:
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Пример 4:  Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку
[image: image318.wmf]0
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Решение:
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Пример 5:Напишите уравнение плоскости, пересекающей оси координат в точках A, B, C.
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Пример 6: Проходит ли плоскость 
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через точку:
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Пример 7:  Даны вершины треугольной пирамиды 
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. Напишите уравнение плоскости:

1) содержащей каждую грани пирамиды:
Плоскость (ABC)
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Плоскость (ABD)
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Плоскость  (BCD)
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Плоскость (ACD)
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2)  проходящей через вершину В,  перпендикулярно ребру CD:
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3) проходящей через ребро AB параллельно ребру DC:
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4)проходящей через вершину D параллельно плоскости ABC:
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Пример 8: Напишете уравнение плоскости в отрезках, проходящей через точки 
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Пример 9: Напишите уравнение плоскости, проходящей через точки А(1;2;3), В(2;-1;3), параллельно вектору 
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Пример 10: Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку А(1;2;4)  параллельно плоскости ху.
Решение:

Так как плоскость параллельна плоскости ху, значит, плоскость параллельна векторам, лежащим на координатных осях Ох и Оу:   
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Напишем уравнение плоскости, проходящей через точки A, параллельно векторам 
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2.11.        Уравнения прямой.
Прямая как пересечение двух плоскостей определяется совместным заданием двух уравнений первой степени:
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  (1)
при условии, что коэффициенты A1, B1 C1 первого из них не пропорциональны коэффициентам A2, B2 C2 второго (в противном случае эти уравнения будут определять параллельные или слившиеся плоскости).
Пусть некоторая прямая а определена уравнениями (1) и α и β — какие угодно числа, одновременно не равные нулю; тогда уравнение
α  (A1  x + B1y + C1z + D) + β  (A2  x + B2y + C2 z + D) = 0 

(2)
определяет плоскость, проходящую через прямую а.
Уравнением вида (2) (при соответствующем выборе чисел α, β) можно определить любую плоскость, проходящую через прямую а.
Совокупность всех плоскостей, проходящих через одну и ту же прямую, называется пучком плоскостей. Уравнение вида (2) называется уравнением пучка плоскостей.
Если α (0  то полагая 
[image: image342.wmf]l

a

b

=

, уравнение (2) можно привести к виду
А 1 x + B1y + C1z + D1 + (  (А2 х + B2y + С2z + D 2) = 0.


 (3)
В таком виде уравнение пучка плоскостей более употребительно, чем уравнение (2), однако уравнением (3) можно определить все плоскости пучка, за исключением той, которой соответствует α = 0, т. е. за исключением плоскости

 А 2 x + B2y + C2z + D2   = 0.

Направляющий  вектор   прямой.   Канонические   уравнения прямой. Параметрические уравнения прямой

Каждый не равный нулю вектор, лежащий на данной прямой или параллельный ей, называется направляющим вектором этой прямой.

Направляющий вектор произвольной прямой в дальнейшем обозначается буквой 
[image: image343.wmf]®
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, его координаты — буквами  l, т, т




[image: image344.wmf]®

a

 = {l; т; п}.

Если известна одна точка М0 (х0; у0; z0) прямой и направляющий вектор 
[image: image345.wmf]®

a

 = {l; т; п}. то прямая может быть определена (двумя) уравнениями вида:
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(4)


В таком виде уравнения прямой называются каноническими.

Канонические уравнения прямой, проходящей через две данные точки 

М1 (х1; у1; z1 )  и М2 (х2; у2; z2)  имеют вид:
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(5)


Обозначим буквой t каждое из равных отношений в канонических уравнениях (4); мы получим: 
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 EMBED Equation.3  [image: image350.wmf]

(6)

Это — параметрические уравнения прямой, проходящей через точку М1 (х1; у1; z1 ) в направлении вектора 
[image: image351.wmf]®

a

 = {l; т; п}. В уравнениях (6) t рассматривается как произвольно изменяющийся параметр х, у, z — как функции от t; при изменении t величины х, у, z меняются так, что точка М (х; у; z)  движется по данной прямой.

Пример 1:  Написать каноническое уравнение прямой:
[image: image352.png]2x+3y+z+6=0, x-3y-2z+3=0.




Канонические уравнения прямой:

[image: image353.png]A% Y- _Z2-54
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где  
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Находим 
[image: image355.png]30 +5]-9k.




Найдем какую-либо точку прямой 
[image: image356.wmf](
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Следовательно,  
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.
Пример 2: Определите координаты трех точек, лежащих на прямой:
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Составим параметрическое уравнение прямой, проходящей через точку А,  с направляющим вектором 
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Пример 3: Напишите каноническое уравнение прямой, проходящей через точки A и B:

[image: image366.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

1

1

1

2

1

3

2

2

3

2

2

;

1

;

2

3

;

2

;

2

3

;

2

;

1

,

1

;

1

;

1

)

2

1

;

1

;

2

;

2

;

3

;

0

)

1

-

=

-

=

+

+

=

+

=

-

-

-

-

®

®

z

y

x

z

y

x

AB

AB

B

A

B

A


Пример 4: Напишите уравнение прямой, проходящей через точку А и параллельной вектору 
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Пример 5: Определите координаты точки, лежащей на прямой 
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1) абсциссу, равную 3; 2)ординату, равную -2.
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Пример 6: Напишите параметрическое, каноническое уравнения прямой:
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Пример 7: Составьте уравнения прямой:
1) образованной пересечением плоскости 
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 с координатной плоскостью Оху;

2) образованной пересечением плоскости х+3у-5z+6=0 с плоскостью, проходящей через точки А(2;0;3), В(1;-1;1), С(-2;4;-3).

[image: image375.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

1

0

0

1

0

0

1

0

0

1

0

0

;

0

0

1

0

0

0

1

,

,

;

0

;

1

;

0

,

0

;

0

;

1

,

;

0

;

0

;

0

0

2

3

2

)

1

=

=

+

+

=

Î

=

-

+

-

z

z

y

x

z

y

x

Оху

С

В

А

C

B

A

z

y

x



[image: image376.wmf]î

í

ì

=

+

=

î

í

ì

=

=

-

+

-

0

2

2

0

0

2

3

2

z

y

x

z

z

y

x



[image: image377.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

4

4

1

1

3

4

0

1

2

0

4

2

1

2

;

0

3

3

4

2

2

3

1

1

2

1

3

2

0

6

5

3

;

3

;

4

;

2

,

1

;

1

;

1

,

3

;

0

;

2

)

2

=

-

-

-

-

+

-

-

-

+

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

-

-

=

+

-

+

-

-

z

y

x

z

y

x

z

y

x

C

B

A



[image: image378.wmf](

)

(

)

3

1

4

0

1

4

3

0

6

5

3

5

5

1

;

1

;

1

0

5

5

;

3

;

1

0

6

5

3

0

5

0

3

2

0

24

8

8

16

8

2

2

-

=

=

+

-

=

+

-

+

-

+

-

-

+

-

=

ï

î

ï

í

ì

-

=

+

-

+

-

=

+

-

+

=

+

-

+

=

+

-

+

+

=

+

-

+

+

®

®

z

y

z

y

z

y

z

y

z

y

x

n

z

y

x

n

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x



[image: image379.wmf](

)

(

)

.

2

1

4

1

2

5

2

;

4

;

2

1

1

3

1

;

1

1

1

5

;

1

1

5

3

1

;

1

;

5

5

;

1

,

1

прямой

уравнение

ое

каноническ

z

y

x

p

A

x

y

то

z

Если

-

-

-

=

-

-

=

+

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

=

=

=

®


Пример 8: Через точку А(3;-3;1) проведена прямая, параллельная прямой 
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Напишите уравнение этой прямой.
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Пример 9: Дана пирамида ABCD с вершинами в точках А(2;-2;5), В(0;7;2), С(7;0;2),D(1;5;0), Напишите:1) каноническое уравнение каждого ребра пирамиды;2) уравнение плоскости каждой грани пирамиды; 3) канонические уравнения прямых, проходящих через точку А и параллельных каждому ребру грани BCD 4)каноническое уравнение прямой, проходящей через каждую вершину пирамиды и перпендикулярной противолежащей грани.
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Пример 10:Напишите канонические уравнения прямых, содержащих медиану треугольника АВС, вершины которого имеют координаты: А(-2;3;5), В(4;-3;0),С(0;6;-5).
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Пример 11: Напишите уравнение прямой, проходящей через точку А(2;-1;0) и перпендикулярной прямой 
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Пример 12: Напишите уравнение прямой, проходящей через точку 
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 , параллельно прямой 
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2.12     Взаимное расположение прямых и плоскостей в пространстве.
Взаимное расположение двух прямых.
Пусть заданы прямые l1 и l2   каноническими уравнениями:
[image: image1166.png]§={m n p}
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Здесь прямая l1, проходящая через точку М1(х1; у1; z1 ), параллельна вектору 
[image: image412.wmf])
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, а прямая l2, проходящая через точку М2 (х2; у2; z2), параллельна вектору 
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Если l1║l2, то 
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Уравнения (1)  являются условиями параллельности прямых l1 и l2. при этом, если М2( l1 или М1 ( l2, то прямые l1 и  l2 совпадают.
Если прямые l1 и l2 пересекаются, то векторы 
[image: image420.wmf]®
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, параллельные плоскости (, проходящей через прямые l1 и  l2, компланарны.  Координаты этих векторов удовлетворяют условию: 
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Если прямые l1 и l2 – скрещивающиеся прямые, то векторы 
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≠ 0.  Координаты этих векторов удовлетворяют условию: 
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Взаимное расположение прямой и плоскости.
Пусть даны прямая 1 и плоскость (:
l:  
[image: image431.wmf]k

z

z

n

y

y

x

x

0

0

0

m

-

=

-

=

-

;  (: aх + by + cz + d = 0.

[image: image1168.png]


Здесь прямая, проходящая через точку Мо(хо; уо;zо), параллельна вектору 
[image: image432.wmf]p

r

= (т; n; k), а плоскость ( перпендикулярна вектору 
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Если l║(, то 
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 и 
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= 0, т.е. ma+nb+kc=0.  (4)

При этом, если l ( (, то Мо ( (, и дополнительно условию (4) выполняется тождество   aх0 + by0 + cz0 + d = 0.
Если ma+nb+kc ≠ 0, то прямая l пересекает плоскость (.

При этом, если l((, то 
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 и выполняется условие 
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Уравнения (5) есть условие перпендикулярности прямой и плоскости.
Взаимное расположение двух  плоскостей.
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Пусть даны плоскости (1 и (2:
(1: a1 х + b1 y + c1 z + d1 = 0  и  (2: a2 х + b2 y + c2 z + d2 = 0.
Векторы 
[image: image448.wmf]1
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. =(а1; b1; с1) и 
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. =(а2; b2; с2) являются нормальными векторами плоскостей (1 и (2 соответственно.
Если (1║(2, то 
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 и  выполняется условие 
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При этом, если 
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, то плоскости (1 и (2 совпадают. 

Очевидно, что если условие (6) нарушается, то плоскости (1 и (2 пересекаются.

Если (1((2, то 
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 и верно равенство 
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Равенство (7) есть условие перпендикулярности двух плоскостей.
Пример 1: Выясните взаимное расположение двух прямых:
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Пример 2: Выясните взаимное расположение прямой и плоскости:
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Пример 3: Проходит ли плоскость 2x+y-3z-8=0 через прямую 
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Пример 4: Выясните взаимное расположение двух плоскостей:
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Пример 5:  Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку A(3;-5;2) и 1) параллельной плоскости x-2y+2z-3=0; 
2)перпендикулярной каждой из плоскостей x-2y+z-2=0 и 2x-3z+1=0.
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Искомое уравнение плоскости 
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Для нахождения d используем то, что  точка А(3; -5; 2) принадлежит данной плоскости, а ее координаты удовлетворяют последнему уравнению:
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Пример 6: Определите взаимное расположение прямых 
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Пример 7: Напишите параметрическое уравнение прямой, проходящей через точку 
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2.13 Нахождение расстояния в пространстве.

Известно, что расстояние между точками A(x1;y1;z1) и B(x2;y2;z2) находится по формуле: AB=
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Рассмотрим задачу  нахождения  расстояния от точки A(x0;y0;z0) до плоскости  α: ax+by+cz+d=0. Если точка B(x1;y1;z1) является основанием перпендикуляра, опущенного из точки A на плоскость   α, то расстояние от точки A до плоскости  α, то  есть  d(A; α), равно длине отрезка AB.

             Для нахождения этого расстояния напишем параметрическое уравнение прямой l, проходящей через точку A и перпендикулярной плоскости α.  

Так как l║
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n

 =(a;b;c), то l: x=x0+at,  y=y0+bt,  z=z0+ct.

          Поскольку B 
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 l и B 
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 α, то выполнены равенства x1=x0+at, y1=y0+bt, z1=z0+ct   и ax1+by1+cz1+d=0. Отсюда a(x0+at)+(y0+bt)+c(z0+ct)+d=0 или ax0+by0+cz0+d+(a2+b2+c2)t=0, 
т.е.t =
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С другой стороны, так как x1-x0=at,  y1-y0=bt,   z1-z0=ct,   то AB=
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        Таким образом 

d(A;α)= 
[image: image487.wmf]2

2

2

0

0

0

c

b

a

d

cz

by

ax

+

+

+

+

+

.

Теперь найдем расстояние между параллельными плоскостями (1 и (2:
(1: a1 х + b1 y + c1 z + d1 = 0  и  (2: a2 х + b2 y + c2 z + d2 = 0, где d1 ≠ d2.
Для нахождения расстояния d((1;(2) достаточно взять точку А ( (1 и найти расстояние d(A;α2). Пусть A(x0;y0;z0) ( (1, тогда  ax0+by0+cz0 = - d1 и  расстояние между параллельными плоскостями находится по формуле: d((1;(2)
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Аналогично можно найти расстояние между скрещивающимися прямыми, расстояние от точки до прямой. 

Пример 1: Найдите расстояние от точки А до координатной плоскости Оху:
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Пример 2: Найдите расстояние от точки В(4;-3;6) до плоскости:
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Пример 3: Найдите расстояние между параллельными плоскостями:
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Пример 4: Найдите расстояние от начала координат до плоскости:
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Пример 5: Даны точки А(2;-2;5), В(0;7;2), С(7;0;2) и D(1;5;0). Найдите расстояние от точки А до плоскости, проходящей через три другие точки.
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Пример 6: Найдите расстояние от точки А(-3;1;2) до плоскости, проходящей через прямые:
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Пример 7: Даны точки А(2;-2;5), В(0;7;2), С(7;0;2) и D(1;5;0). Найдите расстояние между прямыми АС и ВD.
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Пример 8: Найдите расстояние от начала координат до прямой  l:
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Найдем координаты точки, принадлежащей прямой l:
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Напишем уравнение плоскости, проходящей через точку А и перпендикулярную 
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Пример 9: Дан параллелепипед 
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Пример 10: Прямая 
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 проведена прямая, перпендикулярная прямой l.  Напишите уравнение этой прямой.
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Пример 11:  Даны уравнения прямых
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Докажите, что прямые 
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2.14    Определение углов  в пространстве.
Угол между двумя прямыми:

Пусть даны прямые l1 и l2:
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Заметим, что при нахождении углов нужно четко различать углы между прямыми и углы между сторонами (ребрами) какой-либо фигуры. В первом случае углы определяются по формуле (1), а во втором случае углы находятся как углы между соответствующими векторами.
Например, угол А треугольника АВС определяется как угол между векторами 
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, а угол между прямыми АВ и АС находится по формуле (1).

Угол между прямой и плоскостью:
Пусть даны прямая l и плоскость (:

l: 
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Здесь также следует иметь в виду, что при нахождении угла между ребром и гранью некоторого многогранника следует переходить к нахождению угла между соответствующими векторами.

Угол между плоскостями:
Пусть даны плоскости (1 и (2:

(1:: a1 х + b1 y + c1 z + d1 = 0,    (2:   a2 х + b2 y + c2 z + d2 = 0.
На прямой l=(1 ( (2 возьмем точку А и через нее проведем прямые l1 и l 2, такие, что:

l1 ( (1 и l 2 ( (2, l1 ( l и l 2 ( l. Также отметим точки В, С ( l1 и D ( l 2. Тогда по определению угол ( между плоскостями (1 и (2, считается равным углу между прямыми l1 и l 2, то есть углу ВDA. Следовательно, 
[image: image568.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

®

®

2

1

n

;

n

cos

cos

j

 или 


[image: image569.wmf]2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

cos

c

b

a

c

b

a

c

c

b

b

a

a

+

+

+

+

+

+

=

j

.     (3)

Так как линейный угол двугранного угла удовлетворяет условию 
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Если угол ( острый, то берется знак «+», а если тупой, то знак  « - ».

Пример 1: Найдите косинус угла между прямыми АВ и АС:
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Пример 2:  Найдите угол между прямой и плоскостью:
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Пример 3: Найдите угол между плоскостями:
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Пример 4: Дана пирамида ABCD с вершинами A(4;2;6), B(4;-4;0), C(-2;2;0), D(-2;-4;6). Найдите угол между ребром и гранью: 1)AB и BCD; 2)DC и ABC; 3)между плоскостями  ABD и BCD. 4) угол между прямыми АВ и СD.
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4)  Так как 
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, то угол ( между скрещивающимися ребрами АВ и СD определяется как угол между прямыми АВ и СD, который находится с помощью векторов: 
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2.15.    Приложения метода координат в пространстве.
Рассмотрим некоторые задачи стереометрии, решаемые с помощью метода координат. 

Как известно, сферой называют множество точек пространства, равноудаленных на расстояние R от заданной точки М0 (х0; у0; z0). Здесь R называют радиусом сферы, а М0 – центром.

Сферу с центром в точке М0 и радиусом R коротко обозначают 
[image: image591.wmf](
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Если сфера 
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 и плоскость ( (прямая l) имеют единственную общую точку, то плоскость ( (прямую l) называют касательной плоскостью (касательной прямой) к данной сфере, а их общую точку – точкой касания.

Теперь напишем уравнение сферы 
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, где М0 (х0; у0; z0). М (х; у; z) – произвольная точка сферы, то по определению необходимо, чтобы ММ0 = R, то есть 
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Отсюда имеем 
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Если центр сферы совпадает с началом координат, то есть 
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, то уравнение этой сферы имеет вид: х2 +y2 +z2 =R2.   (2)
Пусть сфера 
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, центр которой  совпадает с началом координат, задана уравнением (2). Напишем уравнение касательной плоскости ( к этой сфере в точке 
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    (3) 

Уравнение (3) является уравнением касательной плоскости к сфере (2) в точке 
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Заметим, что всякая прямая касательной плоскости (, проходящая через точку В, является касательной прямой к данной сфере.

Применение метода координат удобно при решении геометрических задач. Процесс решения каждой задачи, решаемой с помощью метода координат, условно разбивают на три этапа:

1. Вводя в удобной для вас форме систему координат, нужно переписать условие задачи в координатной форме;

2. Преобразовав задачу, записанную в координатной форме, получим ее решение в координатной форме;

3. Решение задачи, полученное в координатных соотношениях, нужно перевести на исходный «язык» и записать ответ.
1.  В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 с отношением ребер АВ:AD:АА1=1:2:1 на ребре СС1 взята точка P – середина этого ребра. Считая АВ = а, найдите следующие расстояния: а) от точки А1 до прямой DP; б) от точки Р до прямой A1D; в) от точки D до линии пересечения плоскостей A1DP и А1В1С1.

Решение: По условию AB:AD:
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 =1:2:1. Пусть AB=a, AD=2а; 
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Введем систему координат с началом в точке А, ось Ох направим по AD, ось Оу – по AB, ось Оz – по 
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. Определим  координаты всех вершин параллелепипеда: A(0;0;0;);  B(0;a;0); C(2a;a;0); D(2a;a;a);
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Уравнение прямой DP:
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Найдём  Н=DP
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б)  Найдем  
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Введем систему координат с началом в точке A, Оx напрвим по AD, Оy по AB; Оz по AA1. A(0;0;0);B(0;a;0);C(2a;a;0); D(2a;0;0); A1(0;0;a); B1(0;a;a);C1(2a;a;a); D1(2a;0;a);P(2a;a;
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2. На ребрах СС1, AD и АВ куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P, Q и R – середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния до плоскости PQR от следующих точек: а) С; б) А1; в) А.
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а)  Напишем уравнение плоскости (PQR)

Введем систему координат с началом в точке А, ось Ох направим по AB, ось Оу – по AD, ось Оz – по 
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Определим  координаты всех вершин параллелепипеда: A(0;0;0;);  B(a; 0;0); C(a;a;0); D(0;a;0);
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II способ геометрический
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3. Высота МО правильной пирамиды MABCD равна стороне её основания и равна а. На ребре МС взяты точки Р1, Р2 и Р3 – такие, что СР1 = Р1Р2  = Р2Р3 = Р3М. Найдите расстояния между прямой АС и следующими прямыми: а) DP1; б)DP2; в) DP3.
Введем систему координат: Оx по прямой ОD, Оy по прямой ОС,  Оz по прямой ОМ.

О- начало отсчета.  Учитывая, что ОМ = а, АВ = ВС = СD = АD = а, найдем координаты всех вершин: О (0;0;0); M(0;0;a); C(0;
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4. На ребрах AD и ВВ1 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1, у которого АВ:AD:АА1 = 1:2:2, взяты соответственно точки E и F – середины этих ребер. Найдите углы, которые образует прямая EF со следующими прямыми: а) АС1; б) B1D; в) DC1.
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Значит, прямые В1D и ЕF скрещивающиеся.  
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Значит, прямые С1D и ЕF скрещивающиеся.  
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5. В основании пирамиды МАВС лежит равнобедренный треугольник с прямым углом при вершине С. Каждое боковое ребро пирамиды наклонено к плоскости основания под углом 45о. На ребре МС взята точка F – середина этого ребра. Найдите углы, которые образует прямая AF со следующими плоскостями: а) МОС, точка О – середина ребра АВ; б) МАВ; в) МВС.
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Напишем уравнение плоскости МОС:
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6. а) Найдите двугранный угол при ребре основания правильной четырехугольной пирамиды, если высота пирамиды в два раза меньше диагонали основания.

     б) Найдите двугранный угол при ребре основания правильной четырехугольной пирамиды, если угол наклона бокового ребра к плоскости основания равен α.
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Напишем уравнения плоскости (ABCD):   z=0. OM
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7. Основанием пирамиды MABCD является прямоугольник, а ее боковое ребро MB перпендикулярно плоскости основания и АВ: AD: МВ=1:2:1. На ребрах АD и АВ взяты соответственно точки  K и L – середины этих ребер. Найдите следующие двугранные углы: а) MCLB; б) MCKB.

а) AB:AD:MB=1:2:1;  Пусть AB =a, тогда MB=a; AD=2a.

Выбираем прямоугольную систему координат так, чтобы её начало совпадало с точкой B, A
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б) Найдем  
[image: image1031.wmf].

))

(

);

((

j

=

Ð

=

Ð

CKD

MCK

MCKD



[image: image1032.wmf]{

}

.

1

;

0

;

0

;

0

z

:

.

,

1

=

=

Ð

-

n

CKD

плоскости

Уравнение

острый

MCKB

угол

нему

к

смежный

как

так

тупой

r

j


Напишем уравнение плоскости(MCK):
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8.    В правильной четырехугольной пирамиде SABCD с вершиной S величина угла между смежными боковыми гранями равна 
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 и боковые ребра имеют единичную длину. Найти скалярное произведение 
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Составим уравнение:
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Второй способ, геометрический.
Пусть АВ = х, тогда АС=
[image: image1065.wmf]2
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.  О - середина АС, значит, МО-медиана, высота и биссектриса 
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Составим уравнение, приравнивая найденные выражения для АМ:
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Найдем длину АК по теореме косинусов: 

[image: image1075.wmf]

 EQ 

 EMBED Equation.3  [image: image1076.wmf]4

cos

4

1

cos

9

4

cos

4

cos

9

1

cos

4

4

cos

4

4

cos

5

5

cos

1

cos

1

4

5

cos

2

2

2

2

-

-

=

+

-

-

=

-

-

-

-

=

-

+

-

=

=

Ð

×

×

-

+

=

a

a

a

a

a

a

a

a

a

ASB

SK

AS

SK

AS

AK


9. На ребрах АА1 и СС1 куба АВСD А1 В1 С1 D1 отмечены соответственно точки Е и F такие, что АЕ=2А1Е, С F=2С1 F. Через точки В, Е и F проведена плоскость, делящая куб на две части. Найти отношение объёма части, содержащей точку В1, к объёму всего куба.
По условию 
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Построим сечение куба плоскостью, проходящей через точки Е, В и F. Проведем прямую FВ до пересечения с прямой В1С1 в точке D2. 
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Проведем прямую ЕВ до пересечения с прямой В1А1 в точке D3. 
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Точки D2 и D3 принадлежат соответственно прямым 
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Пусть ребро куба равно а, тогда 
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(ВЕF – равнобедренный, и его медиана ВО является и высотой, 
[image: image1109.wmf]F

Е

ВО

^

.

ЕFСА – прямоугольник, 
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(ВВ1М – прямоугольный, высота 
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Найдем площадь сечения, оно состоит из (Е FВ и равнобедренной трапеции ЕЕ1F1F. 
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МО – высота трапеции, 
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Отсекаемая секущей плоскостью часть куба состоит из трех пирамид с общей вершиной В1: пирамида В1ЕЕ1F1FВ, пирамида В1А1Е1Е и пирамида В1С1FF1. Треугольные пирамиды равновелики по высоте и основанию: 
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Найдем объём отсекаемой части куба: 
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Координатный способ:  Введем систему координат с центром в точке D: 
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Найдем координаты точек:  
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Напишем уравнение плоскости (
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Найдем расстояние от точки 
[image: image1141.wmf]1
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 до плоскости (
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Найдем площадь сечения  (
[image: image1144.wmf]1
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Объем отсекаемой части складывается из объемов  трех пирамид: 
[image: image1153.wmf]F

F

C

B

EE

A

B

FBE

F

E

B

ч

отс

V

V

V

V

1

1

1

1

1

1

1

1

1

.

.

+

+

=

 


[image: image1154.wmf](

)

36

6

6

1

6

0

0

2

3

0

0

0

0

2

3

0

0

0

;

;

0

,

;0

0

;

2

,

3

;

0

;

0

6

1

3

3

3

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

a

a

V

a

a

a

a

a

a

a

B

A

E

A

E

A

a

B

A

a

E

A

a

E

A

B

A

E

A

E

A

V

EE

A

B

EE

A

B

=

×

=

=

-

-

=

-

-

=

×

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

×

=

®

®

®

®

®

®

®

®

®



[image: image1155.wmf]®

®

®

×

×

=

1

1

1

1

1

6

1

1

1

1

F

C

F

C

B

C

V

F

F

C

B



[image: image1156.wmf](

)

36

6

6

1

6

0

2

3

0

0

2

0

3

0

0

0

0

0

;

2

;

0

,

3

;

0

;

0

,

0

;

0

;

3

3

3

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

a

a

V

a

a

a

a

a

a

a

F

C

F

C

B

C

a

F

C

a

F

C

a

B

C

F

F

C

B

=

-

×

=

-

=

-

-

=

-

-

=

×

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

®

®

®

®

®

®



[image: image1157.wmf]72

25

24

7

36

36

3

3

3

3

.

.

a

a

a

a

V

ч

отс

=

+

+

=



[image: image1158.wmf]25

72

72

25

3

3

.

.

=

=

a

a

V

V

ч

отс

куба


Ответ: 
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Заключение.
        Итак, я считаю, что основные цели, которые я ставила перед собой при выполнении данной работы, выполнены, а именно:

1. Работа дает учащимся более четкое представление о координатном методе решения геометрических задач. 

2. Мною освоен определённый набор приёмов векторного и координатного методов решения геометрических задач, они применены при решении стереометрических задач. 
3. Моя работа – наглядное пособие как для учителей, так и для учащихся, помогающее последним развивать пространственное мышление;

4.  Кроме того, при написании данной работы я сформировала собственные навыки решения задач, которые пригодятся мне при дальнейшем обучении.
Работа может быть использована при проведении факультативных занятий, при подготовке учащихся к олимпиадам по математике, а также в прикладных курсах профильного обучения в старших классах.
Использование векторов существенно упрощает решение задач, а в некоторых случаях является наиболее приемлемым способом их решения.    В ряде случаев при решении задач на вычисление применение векторов предпочтительнее конструктивных подходов, связанных с использованием дополнительных построений, применения элементарной алгебры и тригонометрии. В работе    разобраны основные  задачи аналитической геометрии. Тематика задач:  расстояние от точки до прямой;  расстояние от точки до плоскости; расстояние между скрещивающимися прямыми; угол между скрещивающимися прямыми; угол между прямой и плоскостью; двугранный угол. Применены   разобранные методы при решении олимпиадных, тестовых и  задач повышенной сложности. Многие  стереометрические задачи решены двумя способами: геометрическим и методом координат.  В результате собран большой материал, который  можно включить  в элективный курс по аналитической геометрии в профильных классах. Предложенные задания показывают тесную связь алгебры и геометрии и способствуют лучшему пониманию роли векторов и координат в математике.
Список литературы:

1. Александров А.Д. и др. Геометрия 10-11 класс. - М.: «Просвещение», 1992.

2. Векторное изложение геометрии (в 9 классе средней школы): Пособие для учителей/ В.Г.Болтянский, М.Б. Волович, А.Д. Семушин.-М.:Просвещение, 1982.
3. Звавич Л.И. и др. Геометрия. 8-11 классы. Пособие для школ и классов с углубленным изучением математики. – М.: «Дрофа», 2000 

4. Клетеник Д.В. Сборник задач по Аналитической геометрии. - М.: «Наука»,  1986.

5. Методическое пособие по математике для поступающих в вузы/ В.А. Васильева, Т.Д. Кудрина, Р.Н. Молодожникова; Под редакцией Р.Н. Молодожниковой. – М.: Изд-во МАИ, 1991.

6. Учебник «Геометрия 10» А.Н. Шыныбеков Алматы «Атамұра» 2006 г.
7. Энциклопедия для детей «Аванта+». Том 11. Математика. - М.: «Аванта», 1998.

Приложение 
10 класс 

Угол прямой с плоскостью.

1. В основании прямого параллелепипеда АВСДА1 В1 С1 Д1 лежит параллелограмм с углом при вершине А равным 600. Отношение ребер АВ: АД : АА = 1: 2 : 3. Найдем угол между прямой В1 Д и плоскостью грани АА1 Д Д1.

2. В основании пирамиды SABC лежит равнобедренный треугольник с прямым углом С. Каждое боковое ребро образует с плоскостью основания угол, равный 450 . На ребре SB взята точка М – середина этого ребра. Найдем угол между прямой АМ и плоскостью грани SBC.

3. В правильной призме АВСА1 В1 С1 угол между прямыми АВ и АС равен 2а. Найдем угол между прямой ВС и плоскостью грани АСС1 А .

4. В основании прямой призмы АВСА1 В1 С1 лежит равнобедренный треугольник с прямым углом при вершине С. Высота призмы равна катету основания. На ребрах АВ, СС, АС взяты соответственно точки Р, Q, R – середины этих ребер. Построим сечение призмы плоскостью, проходящей через вершину С, параллельно прямой РQ и В R и найдем угол, который образует с секущей плоскостью прямая СВ.

5. На ребрах А В  и ДД  куба АВСД А1 В1 С1 Д1  взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Найдем угол, который образует прямая В1 Д с секущей плоскостью а, проходящей через вершину С, перпендикулярно прямой PQ. Построим сечение куба плоскостью а и найдем точку пересечения прямой PQ с плоскостью а.

11 класс
 1. Найдите точку пересечения прямых EQ 3x – 4y – 29 = 0 и EQ 2x + 5y + 19 = 0. 

2. Определите, при каких значениях параметров EQ a и EQ b прямые EQ ax – 2y – 1 = 0 и EQ 6x – 4y + b = 0 

а) имеют одну общую точку; 

б) параллельны; 

в) совпадают. 

3. Даны вершины треугольника EQ A(2,1), EQ B(–1,–1) и EQ C(3,2). Составьте уравнение высоты, опущенной из вершины EQ B на сторону EQ AB. 

4. Найдите расстояние от точки EQ M(0,–3) до прямой EQ 5x – 12y – 23 = 0
5. При каких значениях параметров EQ a, EQ b и EQ c уравнение 

EQ x\s\up6(2) + y\s\up6(2) + ax + by + c = 0
определяет окружность. Найдите ее радиус и координаты центра.


6.  Составьте уравнение окружности, симметричной окружности EQ x\s\up6(2) + y\s\up6(2) – 2x – 4y + 4 = 0 относительно прямой EQ x – y – 3 = 0. 

7.
Составьте уравнение геометрического места точек, расстояния от которых до точки EQ A(0,1) в два раза меньше расстояния до прямой EQ y – 4 = 0. 

11 класс

I вариант.
1. На ребрах A1B1 и BC куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая ребро куба равным  a, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек: C1; б) D1; в) D.

2. На ребре C1D1 куба ABCDA1B1C1D1 взята точка P – середина этого ребра. Считая ребро куба равным  a, найдите расстояния до плоскости BDP от следующих точек: A1; б) A; в) C1.

3. На ребрах AB, CC1 и С1D1 куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P, Q и R – середины этих ребер. Считая ребро куба равным  а, найдите расстояния между прямой B1D1 и следующими прямыми: DP; б) DQ; в) DR.

4. В правильной призме ABCDA1B1C1D1 угол между прямыми BD1 и B1D равен 90о. Найдите углы, которые образует прямая  B1D со следующими прямыми: AA1; б) A1C; в) CD1.

5. На ребре СС1 правильной призмы ABCDA1B1C1D1, боковое ребро которой в два раза больше стороны основания, взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что СЕ1=Е1Е2=Е2Е3=Е3С1, а на ребре CD взята точка К – середина этого ребра. Найдите углы, которые образуют с плоскостью АА1К следующие прямые: DE1; б) DE2; в) DE3.

6. Основанием пирамиды MABCD является прямоугольник, а ее боковое ребро MB перпендикулярно плоскости основания и АВ: AD: МВ=1:2:1. На ребрах АD и АВ взяты соответственно точки  K и L – середины этих ребер. Найдите следующие двугранные углы: а) MCLB; б) MACB; в)MCKB.

II вариант.
1. На ребрах СС1 и AD правильной призмы ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая АВ = а, АА1 = 3а, найдите расстояния от точки D1 до следующих прямых: а)A1P; б)B1P; в)PQ.

2. На ребрах АВ и AD куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния до плоскости C1PQ от следующих точек: а) С; б) А1; в)D.

3. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1  АВ = АА1 = а, AD = 2а. На ребрах СС1 и AD взяты соответственно точки P и Q – такие, что СР : СС1 = AQ : AD = 1 : 3, а ни ребрах АВ и А1В1 взяты соответственно точки R и V – середины этих ребер. Найдите расстояния между прямой В1С1 и следующими прямыми: а) PQ; б) PR; в) PV.

4. На ребрах ВВ1 и CD куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки F и K – середины этих ребер, а на ребре AD взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что AE1 = E1E2 = E2E3 = E3D. Найдите углы, которые образует прямая FK со следующими прямыми: а) C1E1; б) С1Е2; в) СЕ3.

5. На ребре АВ правильного тетраэдра MABC взяты точки P1 и Р2 – такие, что АР1 = Р1Р2 = Р2В. Найдите углы, которые образуют с плоскостью MAC следующие прямые: а) СВ; б) СР1; в) СР2.

6. Боковое ребро правильной четырехугольной пирамиды равно диагонали ее основания. Найдите следующие двугранные углы: а) при ребре основания; б) при боковом ребре; в) между противоположными боковыми гранями.

III вариант. 

1. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 с отношением ребер АВ:AD:АА1 = 1:2:1 на ребре СС1 взята точка P – середина этого ребра. Считая АВ = а, найдите следующие расстояния: а) от точки А1 до прямой DP; б) от точки Р до прямой A1D; в) от точки D до линии пересечения плоскостей A1DP и А1В1С1.

2. На ребрах СС1, AD и АВ куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P, Q и R – середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния до плоскости PQR от следующих точек: а) С; б) А1; в) А.

3. Высота МО правильной пирамиды MABCD равна стороне её основания и равна а. На ребре МС взяты точки Р1, Р2 и Р3 – такие, что СР1 = Р1Р2  = Р2Р3 = Р3М. Найдите расстояния между прямой АС и следующими прямыми: а) DP1; б)DP2; в) DP3.

4. На ребрах AD и ВВ1 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1, у которого АВ:AD:АА1 = 1:2:2, взяты соответственно точки E и F – середины этих ребер. Найдите углы, которые образует прямая EF со следующими прямыми: а) АС1; б) B1D; в) DC1.

5. В основании пирамиды МАВС лежит равнобедренный треугольник с прямым углом при вершине С. Каждое боковое ребро пирамиды наклонено к плоскости основания под углом 45о. На ребре МС взята точка F – середина этого ребра. Найдите углы, которые образует прямая AF со следующими плоскостями: а) МОС, точка О – середина ребра АВ; б) МАВ; в) МВС.

6. Найдите двугранный угол при ребре основания правильной четырехугольной пирамиды в следующих случаях: а) высота пирамиды в два раза меньше диагонали основания; б) угол наклона бокового ребра к плоскости основания равен а; в) двугранный угол при боковом ребре равен 2β.

IV вариант.
1. Боковое ребро правильной призмы ABCA1B1C1 в два раза больше стороны основания. На ребрах ВВ1 и АС взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая АВ = а, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек: а) А1; б) В1; в) С1.

2. на ребрах DD1 и C1D1 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1, у которого АВ:AD:АА1 = 1: 2:1, взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая АВ = а, найдите расстояния до плоскости B1DP от следующих точек: а) С; б) А1; в) С1.

3. На ребре СС1 правильной призмы ABCDA1B1C1D1 взяты точки Р1 и Р2 – такие, что СР1=Р1Р2=Р2С1. Считая АВ = а, АА1=3а, найдите расстояния между следующими парами прямых: а) В1С и DP1; б) В1С и DP2; в) DC1 и В1Р.

4. На ребре СС1 правильной призмы ABCDA1B1C1D1 взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что СЕ1=Е1Е2=Е2Е3=Е3С1. Считая АВ:АА1=1:2, найдите углы которые образует прямая B1D со следующими прямыми: а) А1Е1; б) А1Е2; в) А1Е3.

5. На ребрах CD и АВ куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Найдите углы, которые образуют с диагональной плоскостьюАСС1 следующие прямые: а)C1D; б) С1Р; в)C1Q.

6. Найдите двугранный угол при боковом ребре правильной четырехугольной пирамиды в следующих случаях: а) боковая грань пирамиды является правильным треугольником; б) угол наклона бокового ребра к плоскости основания равен α; в)угол между противоположными боковыми ребрами равен 2β. 

V вариант.
1. Высота МО правильной пирамиды МАВСD в два раза больше стороны основания. На ребре МС взята точка Р – середина этого ребра, а на диагонали BD взята точка Q – такая, что BQ:BD=1:4. Считая АВ = а, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек: а) D; б) М; в) А.

2. На ребре АА1 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1, у которого АВ:AD:АА1=1:3:1, взята точка Р – середина этого ребра. Считая АВ =  а, найдите расстояния до плоскости B1DP от следующих точек: а) D1; б) А1; в) С1.

3. На ребре DD1 куба ABCDA1B1C1D1 взята точка Q – такая, что DQ:DD1=2:3, а на диагонали А1В грани АВВ1А1 взята точка Р – середина А1В. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния между прямой DP и следующими прямыми: а)C1D1; б) C1Q; в) С1А1.
4. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 отношение ребер АВ:AD=1:2, а угол между прямыми B1D и CD1 равен 90о. На ребре В1С1 взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что В1Е1=Е1Е2=Е2Е3=Е3С1. Найдите углы, которые образует прямая АС со следующими прямыми: а) ВЕ1; б) ВЕ2; в) ВЕ3.

5. На ребрах AD и В1С1 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 с отношением ребер АВ:AD:AA1=1:2:1 взяты соответственно точки Р и Q – середины этих ребер. Найдите углы, которые образуют с плоскостью CDA1 следующие прямые: а) РС1; б) PQ; в) РВ1.

6. В основании пирамиды МАВС лежит равнобедренный треугольник АВС с прямым углом при вершине С, а боковое ребро МС перпендикулярно плоскости АВС и МС:АС=3:2. На ребре МС взяты точки C1 и С2 – такие, что СС1=С1С2=С2Ь. Найдите следующие двугранные углы: а) САС1В; б) САС2В; в) САМВ.

Дополнительные задания

1. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 с отношением ребер АВ:AD:АА1 = 1:2:1 на ребре СС1 взята точка P – середина этого ребра. Считая АВ = а, найдите следующие расстояния: а) от точки А1 до прямой DP; б) от точки Р до прямой A1D; в) от точки D до линии пересечения плоскостей A1DP и А1В1С1.

2. На ребрах СС1, AD и АВ куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P, Q и R – середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния до плоскости PQR от следующих точек: а) С; б) А1; в) А.

3. Высота МО правильной пирамиды MABCD равна стороне её основания и равна а. На ребре МС взяты точки Р1, Р2 и Р3 – такие, что СР1 = Р1Р2  = Р2Р3 = Р3М. Найдите расстояния между прямой АС и следующими прямыми: а) DP1; б)DP2; в) DP3.

4. На ребрах AD и ВВ1 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1, у которого АВ:AD:АА1 = 1:2:2, взяты соответственно точки E и F – середины этих ребер. Найдите углы, которые образует прямая EF со следующими прямыми: а) АС1; б) B1D; в) DC1. 

5. В основании пирамиды МАВС лежит равнобедренный треугольник с прямым углом при вершине С. Каждое боковое ребро пирамиды наклонено к плоскости основания под углом 45о. На ребре МС взята точка F – середина этого ребра. Найдите углы, которые образует прямая AF со следующими плоскостями: а) МОС, точка О – середина ребра АВ; б) МАВ; в) МВС.

6. Найдите двугранный угол при ребре основания правильной четырехугольной пирамиды в следующих случаях: а) высота пирамиды в два раза меньше диагонали основания; б) угол наклона бокового ребра к плоскости основания равен а; в) двугранный угол при боковом ребре равен 2β.

7. На ребрах A1B1 и BC куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая ребро куба равным  a, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек: C1; б) D1; в) D.

8. На ребре C1D1 куба ABCDA1B1C1D1 взята точка P – середина этого ребра. Считая ребро куба равным  a, найдите расстояния до плоскости BDP от следующих точек: A1; б) A; в) C1.

9. На ребрах AB, CC1 и С1D1 куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P, Q и R – середины этих ребер. Считая ребро куба равным  а, найдите расстояния между прямой B1D1 и следующими прямыми: DP; б) DQ; в) DR.

10. В правильной призме ABCDA1B1C1D1 угол между прямыми BD1 и B1D равен 90о. Найдите углы, которые образует прямая  B1D со следующими прямыми: AA1; б) A1C; в) CD1.

11. На ребре СС1 правильной призмы ABCDA1B1C1D1, боковое ребро которой в два раза больше стороны основания, взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что СЕ1=Е1Е2=Е2Е3=Е3С1, а на ребре CD взята точка К – середина этого ребра. Найдите углы, которые образуют с плоскостью АА1К следующие прямые: DE1; б) DE2; в) DE3.

12. Основанием пирамиды MABCD является прямоугольник, а ее боковое ребро MB перпендикулярно плоскости основания и АВ: AD: МВ=1:2:1. На ребрах АD и АВ взяты соответственно точки  K и L – середины этих ребер. Найдите следующие двугранные углы: а) MCLB; б) MACB; в)MCKB.

13. На ребрах АВ и AD куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния до плоскости C1PQ от следующих точек: а) С; б) А1; в)D.

14. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1  АВ = АА1 = а, AD = 2а. На ребрах СС1 и AD взяты соответственно точки P и Q – такие, что СР : СС1 = AQ : AD = 1 : 3, а ни ребрах АВ и А1В1 взяты соответственно точки R и V – середины этих ребер. Найдите расстояния между прямой В1С1 и следующими прямыми: а) PQ; б) PR; в) PV.

15. На ребрах ВВ1 и CD куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки F и K – середины этих ребер, а на ребре AD взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что AE1 = E1E2 = E2E3 = E3D. Найдите углы, которые образует прямая FK со следующими прямыми: а) C1E1; б) С1Е2; в) СЕ3.

16. На ребре АВ правильного тетраэдра MABC взяты точки P1 и Р2 – такие, что АР1 = Р1Р2 = Р2В. Найдите углы, которые образуют с плоскостью MAC следующие прямые: а) СВ; б) СР1; в) СР2.

17. Боковое ребро правильной четырехугольной пирамиды равно диагонали ее основания. Найдите следующие двугранные углы: а) при ребре основания; б) при боковом ребре; в) между противоположными боковыми гранями.

PAGE  
1

_1292600325.unknown

_1294173890.unknown

_1296274561.unknown

_1296928651.unknown

_1297413910.unknown

_1297419734.unknown

_1297422782.unknown

_1297443008.unknown

_1297525579.unknown

_1297527955.unknown

_1301516097.unknown

_1301516288.unknown

_1301516318.unknown

_1301516357.unknown

_1301516114.unknown

_1297528117.unknown

_1297526347.unknown

_1297526804.unknown

_1297527429.unknown

_1297526850.unknown

_1297526552.unknown

_1297525731.unknown

_1297525875.unknown

_1297525621.unknown

_1297524343.unknown

_1297524693.unknown

_1297524715.unknown

_1297524937.unknown

_1297524621.unknown

_1297451706.unknown

_1297452964.unknown

_1297453442.unknown

_1297453784.unknown

_1297453003.unknown

_1297452942.unknown

_1297443420.unknown

_1297443931.unknown

_1297443273.unknown

_1297424409.unknown

_1297424759.unknown

_1297424916.unknown

_1297424980.unknown

_1297424703.unknown

_1297424033.unknown

_1297424050.unknown

_1297423233.unknown

_1297424001.unknown

_1297420680.unknown

_1297422123.unknown

_1297422394.unknown

_1297422500.unknown

_1297422268.unknown

_1297421914.unknown

_1297422033.unknown

_1297421865.unknown

_1297420446.unknown

_1297420525.unknown

_1297420570.unknown

_1297420480.unknown

_1297419949.unknown

_1297420345.unknown

_1297420091.unknown

_1297419825.unknown

_1297416351.unknown

_1297418689.unknown

_1297419466.unknown

_1297419567.unknown

_1297418815.unknown

_1297418301.unknown

_1297418523.unknown

_1297418045.unknown

_1297415975.unknown

_1297416140.unknown

_1297416256.unknown

_1297416078.unknown

_1297415371.unknown

_1297415823.unknown

_1297415919.unknown

_1297415535.unknown

_1296930425.unknown

_1297409145.unknown

_1297413594.unknown

_1297413817.unknown

_1297413771.unknown

_1297409293.unknown

_1297411085.unknown

_1297409152.unknown

_1296930696.unknown

_1297409036.unknown

_1297409107.unknown

_1297408723.unknown

_1297408747.unknown

_1297407977.unknown

_1296930494.unknown

_1296930503.unknown

_1296930483.unknown

_1296929860.unknown

_1296930116.unknown

_1296930408.unknown

_1296930417.unknown

_1296930209.unknown

_1296929918.unknown

_1296929964.unknown

_1296929893.unknown

_1296929914.unknown

_1296929625.unknown

_1296929731.unknown

_1296929757.unknown

_1296929663.unknown

_1296929208.unknown

_1296929440.unknown

_1296928663.unknown

_1296327431.unknown

_1296423378.unknown

_1296502977.unknown

_1296504130.unknown

_1296845526.unknown

_1296847577.unknown

_1296928289.unknown

_1296928307.unknown

_1296847745.unknown

_1296928238.unknown

_1296848287.unknown

_1296847601.unknown

_1296847742.unknown

_1296846397.unknown

_1296846455.unknown

_1296845842.unknown

_1296846283.unknown

_1296844627.unknown

_1296845368.unknown

_1296844427.unknown

_1296844454.unknown

_1296503210.unknown

_1296503388.unknown

_1296504122.unknown

_1296503349.unknown

_1296503106.unknown

_1296503161.unknown

_1296503018.unknown

_1296502733.unknown

_1296502884.unknown

_1296502962.unknown

_1296502766.unknown

_1296424397.unknown

_1296424605.unknown

_1296501950.unknown

_1296501969.unknown

_1296502308.unknown

_1296424848.unknown

_1296424874.unknown

_1296424564.unknown

_1296424596.unknown

_1296424461.unknown

_1296423891.unknown

_1296424357.unknown

_1296423851.unknown

_1296330826.unknown

_1296422658.unknown

_1296423066.unknown

_1296423222.unknown

_1296422699.unknown

_1296331390.unknown

_1296422603.unknown

_1296422617.unknown

_1296370245.unknown

_1296370798.unknown

_1296370806.unknown

_1296331420.unknown

_1296331059.unknown

_1296331361.unknown

_1296331284.unknown

_1296331020.unknown

_1296329560.unknown

_1296330589.unknown

_1296330618.unknown

_1296329718.unknown

_1296328610.unknown

_1296329340.unknown

_1296327461.unknown

_1296284016.unknown

_1296285232.unknown

_1296285582.unknown

_1296298037.unknown

_1296298198.unknown

_1296298961.unknown

_1296299008.unknown

_1296299083.unknown

_1296298910.unknown

_1296298139.unknown

_1296285800.unknown

_1296286174.unknown

_1296286757.unknown

_1296286823.unknown

_1296287942.unknown

_1296286254.unknown

_1296285899.unknown

_1296286047.unknown

_1296285874.unknown

_1296285817.unknown

_1296285663.unknown

_1296285728.unknown

_1296285639.unknown

_1296285659.unknown

_1296285614.unknown

_1296285337.unknown

_1296285540.unknown

_1296285547.unknown

_1296285487.unknown

_1296285535.unknown

_1296285519.unknown

_1296285363.unknown

_1296285460.unknown

_1296285360.unknown

_1296285293.unknown

_1296285304.unknown

_1296285334.unknown

_1296285283.unknown

_1296285273.unknown

_1296284620.unknown

_1296284781.unknown

_1296285007.unknown

_1296285112.unknown

_1296285191.unknown

_1296285217.unknown

_1296285027.unknown

_1296285042.unknown

_1296284805.unknown

_1296284934.unknown

_1296284795.unknown

_1296284694.unknown

_1296284735.unknown

_1296284636.unknown

_1296284360.unknown

_1296284573.unknown

_1296284590.unknown

_1296284591.unknown

_1296284585.unknown

_1296284496.unknown

_1296284541.unknown

_1296284559.unknown

_1296284526.unknown

_1296284467.unknown

_1296284479.unknown

_1296284377.unknown

_1296284304.unknown

_1296284314.unknown

_1296284336.unknown

_1296284187.unknown

_1296284246.unknown

_1296284058.unknown

_1296275633.unknown

_1296283618.unknown

_1296283875.unknown

_1296283904.unknown

_1296283682.unknown

_1296275772.unknown

_1296276207.unknown

_1296275664.unknown

_1296275103.unknown

_1296275376.unknown

_1296275582.unknown

_1296275217.unknown

_1296275223.unknown

_1296275199.unknown

_1296274888.unknown

_1296275006.unknown

_1296275081.unknown

_1296274965.unknown

_1296274762.unknown

_1296274843.unknown

_1296025484.unknown

_1296236759.unknown

_1296239930.unknown

_1296271573.unknown

_1296273942.unknown

_1296274280.unknown

_1296274308.unknown

_1296274386.unknown

_1296274289.unknown

_1296274232.unknown

_1296274259.unknown

_1296274040.unknown

_1296274065.unknown

_1296273853.unknown

_1296273893.unknown

_1296273913.unknown

_1296273873.unknown

_1296271891.unknown

_1296273217.unknown

_1296273669.unknown

_1296273705.unknown

_1296273832.unknown

_1296273600.unknown

_1296272050.unknown

_1296271768.unknown

_1296271845.unknown

_1296271655.unknown

_1296241480.unknown

_1296270872.unknown

_1296271252.unknown

_1296271514.unknown

_1296270962.unknown

_1296241699.unknown

_1296270358.unknown

_1296270423.unknown

_1296241849.unknown

_1296241889.unknown

_1296241530.unknown

_1296241568.unknown

_1296241521.unknown

_1296241056.unknown

_1296241169.unknown

_1296241269.unknown

_1296241136.unknown

_1296239973.unknown

_1296239983.unknown

_1296239955.unknown

_1296237841.unknown

_1296239146.unknown

_1296239541.unknown

_1296239683.unknown

_1296239901.unknown

_1296239654.unknown

_1296239469.unknown

_1296239507.unknown

_1296239253.unknown

_1296238557.unknown

_1296238686.unknown

_1296239116.unknown

_1296238585.unknown

_1296238482.unknown

_1296238524.unknown

_1296237982.unknown

_1296237735.unknown

_1296237755.unknown

_1296237797.unknown

_1296237806.unknown

_1296237783.unknown

_1296237736.unknown

_1296237241.unknown

_1296237560.unknown

_1296237633.unknown

_1296237327.unknown

_1296237451.unknown

_1296237282.unknown

_1296237171.unknown

_1296237214.unknown

_1296237134.unknown

_1296231801.unknown

_1296234398.unknown

_1296235486.unknown

_1296235627.unknown

_1296236692.unknown

_1296235555.unknown

_1296234628.unknown

_1296235251.unknown

_1296235286.unknown

_1296234847.unknown

_1296234587.unknown

_1296233955.unknown

_1296234022.unknown

_1296234135.unknown

_1296233972.unknown

_1296232318.unknown

_1296232362.unknown

_1296233902.unknown

_1296232288.unknown

_1296026539.unknown

_1296111609.unknown

_1296112179.unknown

_1296231228.unknown

_1296231729.unknown

_1296231766.unknown

_1296231313.unknown

_1296112369.unknown

_1296112439.unknown

_1296113249.unknown

_1296112388.unknown

_1296112246.unknown

_1296111982.unknown

_1296112093.unknown

_1296112155.unknown

_1296112053.unknown

_1296111693.unknown

_1296111871.unknown

_1296111635.unknown

_1296111068.unknown

_1296111341.unknown

_1296111484.unknown

_1296111259.unknown

_1296111249.unknown

_1296027019.unknown

_1296111053.unknown

_1296026805.unknown

_1296026806.unknown

_1296026742.unknown

_1296026743.unknown

_1296026609.unknown

_1296026067.unknown

_1296026395.unknown

_1296026454.unknown

_1296026476.unknown

_1296026433.unknown

_1296026188.unknown

_1296026241.unknown

_1296026275.unknown

_1296026258.unknown

_1296026200.unknown

_1296026126.unknown

_1296026141.unknown

_1296025807.unknown

_1296025888.unknown

_1296025946.unknown

_1296026020.unknown

_1296025857.unknown

_1296025599.unknown

_1296025695.unknown

_1296025770.unknown

_1296025696.unknown

_1296025615.unknown

_1296025659.unknown

_1296025524.unknown

_1296025571.unknown

_1296025493.unknown

_1294419896.unknown

_1294426568.unknown

_1296015678.unknown

_1296025281.unknown

_1296025381.unknown

_1296025400.unknown

_1296025419.unknown

_1296025429.unknown

_1296025469.unknown

_1296025386.unknown

_1296025301.unknown

_1296025329.unknown

_1296025355.unknown

_1296025307.unknown

_1296024789.unknown

_1296024821.unknown

_1296025203.unknown

_1296025234.unknown

_1296025200.unknown

_1296024803.unknown

_1296016422.unknown

_1296016561.unknown

_1296024579.unknown

_1296016796.unknown

_1296016478.unknown

_1296015760.unknown

_1296015768.unknown

_1296015708.unknown

_1296014349.unknown

_1296015274.unknown

_1296015471.unknown

_1296015588.unknown

_1296015603.unknown

_1296015655.unknown

_1296015565.unknown

_1296015385.unknown

_1296015388.unknown

_1296015354.unknown

_1296014544.unknown

_1296014863.unknown

_1296015206.unknown

_1296014440.unknown

_1294427575.unknown

_1294427745.unknown

_1294427903.unknown

_1294427731.unknown

_1294427230.unknown

_1294427505.unknown

_1294426776.unknown

_1294423676.unknown

_1294424853.unknown

_1294425447.unknown

_1294425603.unknown

_1294425031.unknown

_1294424445.unknown

_1294424465.unknown

_1294423792.unknown

_1294422005.unknown

_1294423079.unknown

_1294423513.unknown

_1294423574.unknown

_1294423035.unknown

_1294420151.unknown

_1294420825.unknown

_1294421587.unknown

_1294421942.unknown

_1294420940.unknown

_1294420668.unknown

_1294419943.unknown

_1294248042.unknown

_1294254583.unknown

_1294255389.unknown

_1294419469.unknown

_1294419720.unknown

_1294255662.unknown

_1294255229.unknown

_1294255285.unknown

_1294255049.unknown

_1294253787.unknown

_1294254267.unknown

_1294254308.unknown

_1294253866.unknown

_1294248140.unknown

_1294252697.unknown

_1294253695.unknown

_1294252469.unknown

_1294248063.unknown

_1294244623.unknown

_1294245856.unknown

_1294246132.unknown

_1294248009.unknown

_1294245966.unknown

_1294245575.unknown

_1294245686.unknown

_1294244881.unknown

_1294243355.unknown

_1294243691.unknown

_1294244503.unknown

_1294243407.unknown

_1294174772.unknown

_1294242888.unknown

_1294243339.unknown

_1294174066.unknown

_1294061267.unknown

_1294152646.unknown

_1294170695.unknown

_1294172794.unknown

_1294173759.unknown

_1294173809.unknown

_1294173853.unknown

_1294173785.unknown

_1294172914.unknown

_1294173745.unknown

_1294173659.unknown

_1294172875.unknown

_1294171315.unknown

_1294171768.unknown

_1294171795.unknown

_1294171731.unknown

_1294170893.unknown

_1294171118.unknown

_1294170742.unknown

_1294157885.unknown

_1294169939.unknown

_1294170189.unknown

_1294170498.unknown

_1294170034.unknown

_1294170177.unknown

_1294169484.unknown

_1294169752.unknown

_1294169320.unknown

_1294169332.unknown

_1294154825.unknown

_1294155232.unknown

_1294157282.unknown

_1294154973.unknown

_1294153492.unknown

_1294153685.unknown

_1294153483.unknown

_1294153196.unknown

_1294067073.unknown

_1294087650.unknown

_1294149993.unknown

_1294150628.unknown

_1294152559.unknown

_1294150111.unknown

_1294149310.unknown

_1294149407.unknown

_1294088398.unknown

_1294149286.unknown

_1294088640.unknown

_1294087957.unknown

_1294086518.unknown

_1294087388.unknown

_1294087638.unknown

_1294086793.unknown

_1294085566.unknown

_1294085867.unknown

_1294086449.unknown

_1294085588.unknown

_1294085465.unknown

_1294064242.unknown

_1294065074.unknown

_1294067034.unknown

_1294067062.unknown

_1294065433.unknown

_1294065646.unknown

_1294064509.unknown

_1294064671.unknown

_1294065002.unknown

_1294064340.unknown

_1294061674.unknown

_1294062779.unknown

_1294064112.unknown

_1294062545.unknown

_1294061424.unknown

_1294061592.unknown

_1294061281.unknown

_1293983982.unknown

_1293987072.unknown

_1293988236.unknown

_1293988407.unknown

_1293988522.unknown

_1293988579.unknown

_1293988343.unknown

_1293987485.unknown

_1293987823.unknown

_1293988065.unknown

_1293987567.unknown

_1293987396.unknown

_1293985478.unknown

_1293985567.unknown

_1293987016.unknown

_1293985517.unknown

_1293985372.unknown

_1293985384.unknown

_1293985109.unknown

_1293985361.unknown

_1293983352.unknown

_1293983723.unknown

_1293983869.unknown

_1293983929.unknown

_1293983836.unknown

_1293983543.unknown

_1293983587.unknown

_1293983358.unknown

_1292601611.unknown

_1293308881.unknown

_1293308914.unknown

_1293983346.unknown

_1292601664.unknown

_1292600771.unknown

_1292601607.unknown

_1292600696.unknown

_1083059362.unknown

_1231148530.unknown

_1291724918.unknown

_1292582520.unknown

_1292583993.unknown

_1292597315.unknown

_1292597566.unknown

_1292599535.unknown

_1292597250.unknown

_1292597017.unknown

_1292597054.unknown

_1292583001.unknown

_1292583314.unknown

_1292583407.unknown

_1292582849.unknown

_1291731985.unknown

_1292581903.unknown

_1292582332.unknown

_1292575325.unknown

_1291732560.unknown

_1291732633.unknown

_1291732656.unknown

_1291732058.unknown

_1291726999.unknown

_1291728950.unknown

_1291729008.unknown

_1291729025.unknown

_1291728973.unknown

_1291727744.unknown

_1291728479.unknown

_1291727688.unknown

_1291727027.unknown

_1291727028.unknown

_1291727009.unknown

_1291726516.unknown

_1291726971.unknown

_1291726982.unknown

_1291726779.unknown

_1291725853.unknown

_1291726012.unknown

_1291725955.unknown

_1291725975.unknown

_1291725886.unknown

_1291725173.unknown

_1231151496.unknown

_1231261879.unknown

_1231262093.unknown

_1231262123.unknown

_1291668854.unknown

_1231262126.unknown

_1231262142.unknown

_1231262114.unknown

_1231262120.unknown

_1231262110.unknown

_1231262064.unknown

_1231262089.unknown

_1231261890.unknown

_1231261799.unknown

_1231261859.unknown

_1231261865.unknown

_1231261853.unknown

_1231261676.unknown

_1231261679.unknown

_1231261511.unknown

_1231227507.unknown

_1231150368.unknown

_1231150942.unknown

_1231151030.unknown

_1231150472.unknown

_1231149764.unknown

_1231149984.unknown

_1231150184.unknown

_1231149752.unknown

_1083398913.unknown

_1134426614.unknown

_1134922232.unknown

_1134922924.unknown

_1134923166.unknown

_1134923342.unknown

_1134923532.unknown

_1134923647.unknown

_1134923776.unknown

_1134923798.unknown

_1134923577.unknown

_1134923429.unknown

_1134923508.unknown

_1134923366.unknown

_1134923295.unknown

_1134923311.unknown

_1134923194.unknown

_1134923052.unknown

_1134923080.unknown

_1134922955.unknown

_1134922702.unknown

_1134922767.unknown

_1134922784.unknown

_1134922736.unknown

_1134922549.unknown

_1134922602.unknown

_1134922432.unknown

_1134720116.unknown

_1134720950.unknown

_1134921712.unknown

_1134922198.unknown

_1134720991.unknown

_1134720540.unknown

_1134720698.unknown

_1134720406.unknown

_1134427272.unknown

_1134427502.unknown

_1134437335.unknown

_1134438135.unknown

_1134439910.unknown

_1134427503.unknown

_1134427399.unknown

_1134427415.unknown

_1134427501.unknown

_1134427383.unknown

_1134427125.unknown

_1134427138.unknown

_1134426653.unknown

_1134425168.unknown

_1134425355.unknown

_1134426155.unknown

_1134426353.unknown

_1134426381.unknown

_1134426397.unknown

_1134426206.unknown

_1134425774.unknown

_1134426134.unknown

_1134425577.unknown

_1134425275.unknown

_1134425299.unknown

_1134425223.unknown

_1134424686.unknown

_1134424741.unknown

_1134424766.unknown

_1134424710.unknown

_1134424603.unknown

_1134424665.unknown

_1083399166.unknown

_1083387952.unknown

_1083389804.unknown

_1083398580.unknown

_1083398835.unknown

_1083398888.unknown

_1083398617.unknown

_1083396789.unknown

_1083398557.unknown

_1083390278.unknown

_1083389739.unknown

_1083389775.unknown

_1083389305.unknown

_1083389431.unknown

_1083388226.unknown

_1083354785.unknown

_1083385392.unknown

_1083386725.unknown

_1083387866.unknown

_1083385496.unknown

_1083355074.unknown

_1083355327.unknown

_1083355030.unknown

_1083270888.unknown

_1083353178.unknown

_1083354631.unknown

_1083354735.unknown

_1083354072.unknown

_1083352893.unknown

_1083352969.unknown

_1083271084.unknown

_1083352671.unknown

_1083270994.unknown

_1083251772.unknown

_1083265924.unknown

_1083266568.unknown

_1083270626.unknown

_1083251825.unknown

_1083251662.unknown

_1083251718.unknown

_1083129405.unknown

_1074355097.unknown

_1074713195.unknown

_1082989873.unknown

_1082990689.unknown

_1083054421.unknown

_1083054475.unknown

_1083054669.unknown

_1083054442.unknown

_1083053454.unknown

_1083053808.unknown

_1083054045.unknown

_1083054186.unknown

_1083053965.unknown

_1083053785.unknown

_1083040905.unknown

_1083053421.unknown

_1082990836.unknown

_1082990290.unknown

_1082990588.unknown

_1082990672.unknown

_1082990527.unknown

_1082990317.unknown

_1082990481.unknown

_1082990188.unknown

_1082990270.unknown

_1082989966.unknown

_1082987375.unknown

_1082987720.unknown

_1082989615.unknown

_1082989826.unknown

_1082989568.unknown

_1082987604.unknown

_1082987699.unknown

_1082987393.unknown

_1077296572.unknown

_1082986954.unknown

_1082987221.unknown

_1082987319.unknown

_1082987031.unknown

_1077301333.unknown

_1082985606.unknown

_1082985626.unknown

_1077304033.unknown

_1082985449.unknown

_1077301389.unknown

_1077303936.unknown

_1077300650.unknown

_1077301257.unknown

_1077300628.unknown

_1077296456.unknown

_1077296501.unknown

_1077296521.unknown

_1077296468.unknown

_1077296095.unknown

_1077296223.unknown

_1077296276.unknown

_1077296369.unknown

_1077296147.unknown

_1074713257.unknown

_1074544367.unknown

_1074624250.unknown

_1074697685.unknown

_1074703299.unknown

_1074703543.unknown

_1074702921.unknown

_1074703287.unknown

_1074696795.unknown

_1074696851.unknown

_1074624301.unknown

_1074622358.unknown

_1074622492.unknown

_1074624171.unknown

_1074622470.unknown

_1074547609.unknown

_1074622317.unknown

_1074544434.unknown

_1074366677.unknown

_1074542376.unknown

_1074542922.unknown

_1074544359.unknown

_1074542887.unknown

_1074449809.unknown

_1074541979.unknown

_1074449666.unknown

_1074363890.unknown

_1074365383.unknown

_1074366646.unknown

_1074365097.unknown

_1074356237.unknown

_1074357411.unknown

_1074363780.unknown

_1074357991.unknown

_1074356317.unknown

_1074355967.unknown

_1073991030.unknown

_1073995010.unknown

_1074352185.unknown

_1074353653.unknown

_1074355040.unknown

_1074352748.unknown

_1073999852.unknown

_1074000975.unknown

_1073995190.unknown

_1073994120.unknown

_1073994549.unknown

_1073994748.unknown

_1073994362.unknown

_1073992103.unknown

_1073992537.unknown

_1073991847.unknown

_1073836922.unknown

_1073990675.unknown

_1073991001.unknown

_1073839913.unknown

_1073840326.unknown

_1073989264.unknown

_1073837408.unknown

_1073837576.unknown

_1073837198.unknown

_1073835560.unknown

_1073836385.unknown

_1073836904.unknown

_1073836266.unknown

_1073835629.unknown

_1073835464.unknown

_1073835524.unknown

_1073834640.unknown

_1073834711.unknown

_1073416532.unknown

_1073594395.unknown

