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1.Понятие комплексного числа, действия над комплексными числами.

1.1. Понятие комплексного числа

До сих пор мы рассматривали множество действительных чисел. Во множестве действительных чисел линейные уравнения и квадратные уравнения с неотрицательными дискриминантами всегда имеют решения. А квадратные уравнения с отрицательными дискриминантами не имеют решения во множестве действительных чисел. Например, мы хорошо знаем, что уравнения вида [image: image2.png]


 и [image: image4.png]2 —4x+5=




 не имеют действительных решений. Поэтому возникает необходимость расширить множество действительных чисел так, чтобы подобные уравнения всегда имела решения. Такие методы нам хорошо известны. Например, так как уравнения [image: image6.png]x+a




, ([image: image8.png]a, beN



) не всегда разрешимы во множестве натуральньтх чисел, мы ввели понятие нуля и отрицательного целого числа и тем самым расширили множество натуральных чисел до множества целых чисел. А так как во множестве целых чисел уравнения вида [image: image10.png]


 не всегда разрешимы (т. е. их решения не всегда выражаются целыми числами), мы ввели понятие дробных чисел и расширили множество целых чисел до множества рациональных чисел Q. И наконец, рассматривая уравнение [image: image12.png]


, мы обнаружили, что его решения не выражаются рациональными числами, и поэтому ввели понятие иррационального числа, тем самым расширив множество рациональных чисел до множества действительных чисел R. Итак, мы последовательно вводили понятия N — множества натуральных чисел, Z — множества целых чисел, Q — множества рациональных чисел, R — множества действительных чисел и показали, что для них выполняются соотношения:

[image: image13.png]NcZcQcR.




Аналогично встает проблема расширения множества действительных чисел так, чтобы в расширенном множестве всегда можно было бы решить любое квадратное уравнение.

Сначала рассмотрим уравнение [image: image15.png]


. Это уравнение не имеет решения во множестве действительных чисел. Ибо не существует действительного числа, квадрат которого был бы равен -1. Следовательно, необходимо ввести понятие «нового числа», квадрат которого был бы равен —1. Это новое число обозначим через [image: image17.png]


. Тогда считаем, что верно равенство [image: image19.png]


. Число [image: image21.png]


 называется мнимой единицей. Отсюда имеем, что уравнение  [image: image23.png]


, т.е. уравнение [image: image25.png]


  имеем два корня: [image: image27.png]


   и [image: image29.png]


 .

  Вообще во многих случаях, так как верно равенство [image: image31.png]


, то число [image: image33.png]


 определяют равенством [image: image35.png]


 . Это определение строго математической позиции не верно. Ибо символом мы определили арифметический квадратный корень, и этот символ определен только для неотрицательных действительных чисел, а его значение также является неотрицательным действительным числом. Поэтому с точки зрения сказанного выражение [image: image37.png]


 не имеет смысла. С другой стороны, определение[image: image39.png]


 очень удобно для решения задач в приложениях. Поэтому выражению [image: image41.png]


, т. е. знаку квадратного корня, нужно придать несколько иной, отличный от привычного, смысл.

Если [image: image43.png]a>0



; то выражение [image: image45.png]


следует понимать так: 
[image: image47.png]


. Теперь можно определить понятие комплексного числа.

Определение. Если а и Ь действительные числа, то выражение [image: image49.png]a+ib



 называется комплексным (мнимым) числом.

Здесь [image: image51.png]


 называется дейсивительной частью, а [image: image53.png]


 — мнимой частью комплексного числа. Их обозначают так: [image: image55.png]a = Re(a+ bi),b = Im(a + ib).




1.2. Действия над комплексными числами

1. Если действительная и мнимая части одного комплексного числа равны, соответственно, действительной и мнимой части другого комплексного числа, то эти комплексные числа называются равными, т. е. если для комплексных чисел [image: image57.png]+ib




и [image: image59.png]w=c+id



верны равенства[image: image61.png]a=cub=d



, то комплексные числа [image: image63.png]ZUW



 называются равными и это пишут так:  [image: image65.png]


.

Пример 1. Нужно определить значения [image: image67.png]XUy



так, чтобы комплексные числа [image: image69.png]z=x+3iuw=—-2+1iy



 были равными между собой.

Решение: По определению, чтобы имело место равенство [image: image71.png]


, необходимо, чтобы [image: image73.png]


  и [image: image75.png]


, т. е. х =-2, у = 3.

2. Суммой комплексных чисел [image: image77.png]+ibuw=c+id




называют комплексное число [image: image79.png](a+c)+i(b+d)rez+w=(a+ib)+(c+id)=(a+c)=i(b+d)



. Итак, чтобы сложить дза комплексных числа, достаточно сложить действительную часть с действительной частью и мшимую часть с мнимой частью.

Вычитание комплексных чисел определяется аналогично: [image: image81.png]



[image: image82.png]=(a+ib) —(c+id)=(a—c)+i(b—d).




Пример 2. 
1) [image: image84.png](5+21)+(—3+2i) =G+ (=3 +i(;+3) = 2+2i




2) [image: image86.png](7+20)—(10+20)=(7—-10)+i(2—2)=-3+i-0=-3




3. Произведением комплексных чисел [image: image88.png]+ibuw=c+id




 называется комплексное число вида [image: image90.png](ac— bd) +i(ad + bc),T.e.z-





[image: image92.png]=(a+1ib) - (c+id) = (ac — bd) = i(ad + bc)



. Отсюда умножение комплексных чисел осуществляется по правилам умножения многочлена на многочлен и при этом учитывается, что [image: image94.png]



Пример 3. [image: image96.png](6-5)(2+i)=6-2+6-1—5i-2—5-i*=12+6i— —10i +5=
(1245)+ (6 — 10)i= 17 — 4i.




Комплексные числа вида [image: image98.png]+ibuz=a—ib




называются взаимно сопряженными. Например, комплексные числа [image: image100.png]3—iu3+i,—-5—-2iu—5+2i—



  взаимно сопряженные комплексные числа. Произведение сопряженных комплексных чисел является действительным числом. Действительно, [image: image102.png]z+z= (a+ib)(a—ib) b =a?+b?




Комплексные числа [image: image104.png]+ibu—




называются противоположными комплексными числами. Например, [image: image106.png]7—4in—7+4i



 - противоположные комплексные числа. Очевидно, что сумма противоположных комплексных чисел равна О.

Число [image: image108.png]+ b?



 называется модулем комплексного числа [image: image110.png]+ +ib




и обозначается черёз [image: image112.png]


 т.е. [image: image114.png]|z|

JaZ + b2



. Отсюда для любого комплексного числа [image: image116.png]


 имеем, что для [image: image118.png]


 имеем [image: image120.png]zZ.

z

1z)?



. Например, найдем модуль комплексного числа [image: image122.png]



[image: image123.png]|zl =32+ (—4)2 =19+ 16 =5




4. Деление комплексных чисел осуществляется путем сведения этой операции к умножению комплексных чисел:
[image: image124.png]§




Отсюда видно, что деление комплексного числа [image: image126.png]+ibuw =c+ +id




 выполняется по формуле
[image: image127.png]a+ib (ac+bd)+i(bc — ad) _actbd be—ad
c+id c2+d? 21a: terar





Пример 4.  Нужно свести выражение [image: image129.png]3-21

L ar



к алгебраическому виду, т.е. к виду [image: image131.png]a+ib



.
Решение: [image: image133.png]3-2t _ B-20(a-1)  (3-2)+(-3-2)1
140 (+0(1-1) 12412





С помощью операции умножения комплексных чисел можно ввести понятие возведения в степень комплексного числа.

Пример 5. Вычислим значение выражения [image: image135.png]


.

Решение: [image: image137.png]


, т.е. методом математической индукции можно показать, что [image: image139.png]1,neN.



 Поэтому [image: image141.png]



Ответ: [image: image143.png]



Пример 6. Требуется найти действительную и мнимую части комплексного числа [image: image145.png](3 —2i0)3




Решение: По формуле [image: image147.png](a —b)? =a®*—3a’b+3ab*—b*




 имеем, что [image: image149.png](3—20)® =27—54i+36i*—8i*=(27—-36)—(54—8)i





Тогда [image: image151.png]



2. Решение квадратных уравнений с отрицательным дискриминантом.

Пусть дискриминант квадратного уравнения [image: image153.png]ax?+bx+c




 с действительными коэффициентами отрицательный: [image: image155.png]


. Тогда корни этого уравйения определяются формулой
[image: image156.png]



Так как [image: image158.png]D<0



, нужно применить равенство [image: image160.png](=D)=|D|




[image: image161.png]—1-/(-D)
—b+./ID| “b:y=(D) b VT1ED)

12 a
X2 = 2a
X12= "





[image: image162.png]



Пример 2. Решим уравнение [image: image164.png]x2+2x+26=0.



.

Решение: Так как [image: image166.png]


, то уравнение имеет два сопряженных комплексных корня: : [image: image168.png]—i5,x, =1+15.
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