ЗАГАДОЧНАЯ ВЕРЕНИЦА ЕДИНИЦ
Устинова А.А.
6 А, гимназия № 97, г.Караганда

рук. Ким И.В.
Перенесёмся в Швейцарию конца XVIII века. Мы наблюдаем странную картину: маститый математик Иоганн III Бернулли, представитель знаменитой математической семьи Бернулли, занимается, можно сказать, детской игрой! Он разлагает на простые множители числа, записываемые одними единицами: 11 = 11, 111 = 3 ∙ 37, 1111 = 11 ∙ 101 и т.д. В 1773 году Бернулли помещает в трудах Берлинской академии таблицу простых делителей чисел, составленных из п единиц, — до п = 31 ( см. таб. ). Несмотря на то, что ему не удалось найти делители для некоторых чисел этого вида ( n = 11, 17, 29 ), а для трёх чисел ( п = 20, 25, 27 ) разложение не доведено до простых множителей, несмотря на допущенные им ошибки ( для п = 22, 24, 26 ), мы сегодня можем только преклоняться перед гигантским трудом по вычислению простых множителей этих огромных чисел.
В течение первых ста лет, прошедших со времени опубликования таблицы И.Бернулли, в неё не было внесено особой ясности. В 1838 году Вестерберг разложил на простые множители число из 11 единиц — и это всё. В 1879 году французский математик Эдуард Люка находит простые делители для п = 17 и признаёт, что цепочка из 19 единиц не поддаётся разложению. В 1895 году в Париже выходит его книга «Занимательная арифметика», содержащая приведённую ниже таблицу.

Таблица

	111
	=
	3 ∙ 37

	1111
	=
	11 ∙ 101

	11111
	=
	41 ∙ 271

	111111
	=
	3 ∙ 7 ∙ 11 ∙ 13 ∙ 37

	1111111
	=
	239 ∙ 4649

	11111111
	=
	11 ∙ 73 ∙ 101 ∙137

	111111111
	=
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 ∙ 37 ∙ 333667

	1111111111
	=
	11 ∙ 41 ∙ 271 ∙ 9091

	11111111111
	=
	1121649 ∙ 513239

	111111111111
	=
	3 ∙ 7 ∙ 11 ∙ 13 ∙ 37 ∙ 101 ∙ 9901

	1111111111111
	=
	53 ∙ 79 ∙ 265371653

	11111111111111
	=
	11 ∙ 239 ∙ 4649 ∙ 909091

	111111111111111
	=
	3 ∙ 31 ∙ 37 ∙ 41 ∙ 271 ∙ 2906161

	1111111111111111
	=
	11 ∙ 17 ∙ 73 ∙ 101 ∙ 137 ∙ 5882353

	11111111111111111
	=
	2071723 ∙ 5363222357

	111111111111111111
	=
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 ∙ 7 ∙ 11 ∙ 13 ∙ 19 ∙ 37 ∙ 52579 ∙ 333667


Справедливости ради следует заметить, что очень часто задачи с простой формулировкой имеют "двойное дно": на втором плане всеобщего развлекательного увлечения неожиданно возникает монолитная стена трудноразрешимой проблемы. В конце 80-х годов прошлого века математический ( и не только математический ) мир был увлечен следующей задачей:

пусть 
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Спрашивается, попадает ли в единицу – траектория при любом стартовом значении n.

Пусть n = 7, тогда траектория имеет вид
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Эта задача довольно быстро превратилась в проблему, называемую сейчас проблемой "Зп+1". Потребовались большие усилия серьезных математиков, чтобы решить ( и то не до конца ) эту задачу. Ряд задач этой проблемы до сих пор еще не решен.
Угасший было интерес к числам, составленным из единиц, вновь возрос в последние годы, особенно в связи с развитием теории арифметических кодов, служащей основой для реализации методов помехоустойчивого кодирования в компьютерной технике [1].
Самыми, пожалуй, известными числами, связанными с записью чисел в десятичной, системе, являются, так называемые, репьюниты. Репьюнитом ( repunit ) в обозначении Rn называется число, десятичная запись которого состоит из одних единиц: 1, 11, 111... и вообще,
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Делители репьюнитов изучались Эйлером, Гауссом, Бернулли и др. авторами. Математики продолжают штурмовать таблицу делителей репьюнитов, и к 1975 году п в таблице уже достигает 3000 ( С. Ейтс ), однако в ней ещё достаточно много пробелов [2].
В некоторых случаях репьюниты упрощают суммирование чисел:
Пример. Найти сумму членов ряда.
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Вынося из Sn число 7 и пользуясь формулой (1) имеем
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Далее, вынося из последнего выражения 
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, имеем
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Нас, однако, репьюниты интересуют не сами по себе, а в связи с периодами десятичных дробей. Существование связи между теми и другими предвидел и Бернулли.
Всякая обыкновенная дробь представляется периодической десятичной дробью ( конечную десятичную дробь мы можем считать периодической с периодом 0 или 9 ). Но вряд ли многие представляют, сколько неожиданностей заключает в себе эта периодическая дробь. Рассмотрим три примера:


[image: image13.wmf]...

57

1428571428

,

0

7

1

=



[image: image14.wmf]...

66

1666666666

,

0

6

1

=



[image: image15.wmf]...

23

0769230769

,

0

13

1

=


Мы видим, что у чисел 
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 и 
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 период начинается  сразу после запятой и состоит из шести цифр ( 142857 и 076923 соответственно ), а у числа 
[image: image18.wmf]6

1

 он начинается со второй позиции после запятой и состоит из единственной цифры: 6. Внимательное рассмотрение периодов чисел 
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 и 
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 позволяет заметить ещё одно обстоятельство. Именно, положим N = = 142857 ( период дроби 
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 ) и будем последовательно умножать N на 2, 3, 4, … :
2N = 285714,          3N = 428571,
4N = 571428,          5N = 714285,

6N = 857142,          7N = 999999.
Мы  видим,  что  первые  пять  из  этих  чисел  получаются  из  числа N «круговой   перестановкой»   цифр:   сколько-то   цифр   из   конца   числа переезжает в начало; а число 7N состоит из одних девяток. Число 1N  получается из числа N перестановкой k цифр из начала числа в конец.
Теперь проделаем то же с периодом дроби 
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 ( N = 076923 ):

2N = 153846,           3N = 230769,

                                   4N  = 307692,           5N = 384615,

                                         6N  = 461538,              7N  = 538461,

                                         8N  = 615384,              9N  = 692307,

                                       10N  = 769230,            11N  = 846153,

                                       12N  = 923076,            13N  = 999999.

Здесь дело обстоит несколько иначе, но всё равно интересно: пять из выписанных чисел ( 3N, 4N, 9N, 10N, 12N ) получаются из числа N круговой перестановкой цифр, другие шесть чисел ( 2N, 5N, 6N, 7N, 8N, 11N ) получаются круговой перестановкой цифр друг из друга и, наконец, число 13N состоит из одних девяток.
Можно заметить ещё вот что. Если взять любое из выписанных выше шестизначных чисел, кроме числа 999999, «разломить» его на два трёхзначных числа и вычислить сумму этих половинок, то получится 999; например, 142 + 857 = 999 и т.д.
Как видите, с периодическими десятичными дробями связано немало загадок. Некоторые из этих загадок остаются не разгаданными и по сей день. Русского слова «репьюнит» ещё не найти в словарях, но оно уже появляется в рефератах к зарубежным статьям, приобретая силу нового международного термина. Математиками двигает не только исследовательская жилка ученых, но и эстетическая страсть художников, вдохновлённых удивительным притягательным миром этой загадочной вереницы единиц.
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